1.3. Stabilitatea punctului de echilibru

a. Preliminarii

Stabilitatea punctului de echilibru are o semnificatie
fenomenologica diferita de BIBO-stabilitate.

Fie sistemul dinamic neliniar:

x=f(x), teR,, xeR", (1.49)
X — starea sistemului;
X(t,) =X, t, eR,. (1.50)

f: R"— R"— continua si lipschitziana.
Problema Cauchy (1.49), (1.50) are solutia unica:

care este traiectoria in R" pt. starea initiala (1.50).
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Definitia 5

X = a = constant se numeste punct de echilibru (PE) daca:
f(a)=0. =

Semnificatie fizica: in PE viteza starii este nula: x=a=_0.

Definitia 6

PE x = a se numeste stabil daca pt. Vve>03d >0 astfel incat
Io-all<d = [(t) - al<e, t>t,

x = a— global stabil daca este stabil pt. Vx, eR". =

Fig.vil.1g O a- sabil
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Definitia 7

PE x = a se numeste asimptotic stabil daca este stabil si
lim_, |IX(t) —a|=0.

X = a— global asimptotic stabil daca este as. st. pt. Vx, eR".=

Definitia 8

PE x = a se numeste instabil daca nu este stabil.

x = a— global instabil daca este instabil pt. Vx,eR". »

C, C
(P % P X
G |° c\ [0
x(t) X(t)
b — asimptotic stabil Fig.VII.19 ¢ - instabil
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d. Regula lui Kochenburger

Daca exista oscilatii intretinute n vecinatatea PE,
b PE nu este global asimptotic stabil.

Cu ec. balantei armonice se extinde criteriul Nyquist.
Daca G(jw) si N;(A) nu se intersecteaza, adica

N(AG(jw)+1=0, A>0,w> 0. G(jw) T“m

Locul N;(A) — numit locul critic — Re

joaca rolul punctului critic (-1, j0). N(A)

Regula 5 (Kochenburger)

PE (unic) Dy=Dv=Du=0 al SAN standard este gl. as. st. daca

parcurgand G(jw) pt.wt, locul N,(A) raméane la stg. si in afara.m
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Jocul In
angrenaje

e. Aplicatie:

Sistem automat de pozitionare AN

Fig.V1.35
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Pt. SA. de poz. de la VI1.4.2.b s-a adoptat un reg. PDT,
care asigura o BIBO-stab. relativa satisfacatoare.
Exista nelin. de tip joc in angrenaje (in Rm)
care influenteaza negativ stabilitatea. y
q — unghiul axului servomotorului (intrare) erenas
e — semijocul in angrenaje -
y — unghiul axului Rm (iesire)
Componenta | din G(s) (polul s=0) realizeaza:
e=0,6,=¢,,u=y (g =0 - servomotor in repaus).
Zona de echilibru |Dg| < 2e este punct de echilibru unic.
Functia de descriere:

€

2 2
N(A):E P arcs = + 1—§ E—e—+j .8 , Aze.
p|2 A ANA A2 A2 A
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Cf. tabelului pentru k=1 se obtine fig.VII.20.

Ae 1 125 | 166 | 25 5 +o0
IN(A)/K 0 0,322 | 0576 | 0695 | 0,775 1
agN(A) | -90° | -38° | -32° | -26° | -15° 0°
KNi(A)| |+ 31 | 1,74 | 144 | 129 1
argNi(A) | —90° | -142° | -148° | -154° | -165° | -180°
Locul critic N;(A) Fig.VIl.20.a i
trece prin —1+j0. op A% W= eo
. A=5¢
Cf. regulii 5, PE este
lobal asi . A=25¢
global asimptotic Ac 166e
stabil. A=1,25¢
M. Voicu, IA (VII) C 14 (33)
Pentru k=2 se obtine fig.VI1.20.b.
jlm
1 —0,5 _0’33 50 A Re
A= 30 w =0
s [
A=5¢
15
A=25¢
A=1,66¢ / w=10
A=125¢ k=2 G(jw) Fig.VI1.20.b

Pentru k> 1, N,(A) se deplaseaza omotetic spre dreapta.
Pentru k=2, N,(A) si G(jw) sunt tangente.

PE este global asimptotic stabil pt. 0 <k < 2.
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Pentru k=3 se obtine fig.VII.20.c.

-1 —0,33}&?“?@
/7 30 ‘u) = oo

20
A= 4g, = 19

Fig.VI1.20.c
Pentru k> 2 exista oscilatii intretinute.

Pentru k= 3:
Du(t) = 1,3esin12t, instabila;
Du(t) = 4e sin19t, stabila.
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f. Criteriul Bilharz FigVilil - @ o)+
N(A)G(jw)+1=0A>0w>0.
W > s = N(A)G(s)+1=0, G(s)= 2O
’ | p(s)
N (A) kz(s) +1=0, kz(s)N (A) + p(s) ~0
p(s) p(s)
Ecuatia caracteristica:
= po(s, A)=kz(s)N(A)+ p(s) =0. (1.59)

Regula 6
PE Dy=Dv=Du=0 al SAN din fig.VIl.11 este global asimptotic
stabil daca py(s,A) este hurwitzian pentru toti A>0. m

N(A) in (1.59) este complexa. py(SA) este complex.
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Fie polinomul:

A9 =5"+(ag +ja )s" " +(ag, +a,)s" *+..+(ag +]a ), (1.60)
aR‘ ,a|i S R, I =ﬁ.

Se defineste matricea Bilharz de ordinul 2n:

1 4 L T3R, T, Ag, &) gmAR. A, N
0 a a, -a -a a a, -a
\ \ | 2 R3 |4 R5 |6 R7 ......
0 a -a, -a a a, —ap e
0 l\ 'x R I3 "Ry "l5 "Ry
_ 0 a a a, —a a, .
BZn‘ R1 I2 RS I4 R5 I6 (1 61)
0 0 1\a -ag -4, o BY g oo )
2 3 4 5
0 o O\ a\ a -ap-a  a_ ...
.. o T3 Ja |Rs
(6R=a|i=0 pt. i >n).
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Teorema 4 (Bilharz)
Polinomul (1.60) este hurwitzian U  detBy >0,k=1n. =

Exemplul 1.11 Au AV, Ay
iy Af(A
SAN de pozitionare cu regulator L
de tip releu tripozitional cu histerezis Fig.VII.11
si G(s) = V[s(s1+1)]. Sa se det. a, b, g v <o,
pt. care PE este global as. stab. A
—a -ga u

SAN are zona de echilibru |Du| < a. ® A

a0
Polul s=0 din G(s) realizeaza Dy=Dv=Du=0. J ‘ laL

- - . AT EC

Svm. este in repaus in zona de echil. (PE unic). Fig.Vil.1

Functia de descriere este
N(A):Zi?(\/AZ/az—lﬂ/AZ/az—qz) 20 Asa
pA pA
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Functia de descriere: A“ & 8y rgvin
N(A) =a-jb, -

2ab[ ¥ ) 2] 2ab
a=—NA/Ta" -1+ A la"—g° |, A>a; b=——-(1-0).
pAzJ il q 00

Functia de transfer:
G(s) = kz(s) _ 1 ,
p(s) s(s+1
Ecuatia caracteristica:
Po(s, A) = kzS)N(A) + p(s) = (s+)+a—jb = S+s+a—jb.

kz(s) =1, p(s)=s(s+1).

1 0 -a 0
Matricea Bilharz: By = 0 1 -b 09
01 0 -a
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Cf. (1.62): detB, = 1, detB,=a b 2> 0.
Rezults: VARI22-1+|RI2-@> 2ab(1-q)%(pAd).

Membrul stang, functie de A, este monoton crescator.
Membrul drept, functie de A, este monoton descrescator.

%ﬂm Inegalitatea are loc pt. orice
A>a
8 o~
\ - U are loc pentru
Y | sTaBiLTATE ASIMPTOTICA | A=a
\ GLOBALA D . f )
\\ 2 eci (fig. VII.21):
S a>20(1-q)y/(1-a)/(L+a) /p,

q o = 1.

-1,0 -0,6 -0,2 0,2 0,4 1,0

Fig.VIl.21
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1.4. Problema stabilizarii
a. Posibilitati de stabilizare
Stabilizare — cf. reg. 5: G(jw) se deplaseaza la dreapta si/sau
N,(A) se deplaseaza la stanga.
Se introduc elemente de corectie serie, liniare si/sau neliniare.
Alta solutie — fig.VII.22: N(A) — el. corectie neliniar
G (p), G.,(p) — el. corectie liniare.

|
" (AL}> Gut) ] ~[@]~{co
p— I —
- Hewm e {Na]<
' Fig.VIl.22

Ec. balantei armonice are forma:
Ggp (JW) Gy (JW) Ne(A) +Gg (jW)G(jw)N(A) +1=0.
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|
» :+<‘B—> Ga(p) J i> N = c(p)
|
- | = |
gy g Fig.VIL.22

Ggy (JW) Gy (W) Ne(A) + G (JW)G(jw)N(A) +1=0. (1.63)
1. Pentru N (A) = N(A), din (1.63) rezulta:
Gy (JW)[Ge, (JW) + G(JW)IN(A)+1=0,
si urmeaza alegerea adecvata a el. de corectie liniare.
2. Pentru G, (jw) =G(jw), din (1.63) se obtine:
Gy (JW)Gep (JW)INc(A) + N(A)]+1=0,

si urmeaza alegerea unei neliniaritati adecvate.
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I |
> :+( )—> Gei(p) J :~|ﬂ|> G(p)
- i  HGe2®) le[N(A) i Fig.Vil.22

Gep (W) G, (W) N (A) +Ggy (JW)G(jw)N(A)+1=0. (1.63)
3.1n fine, pentru Ne(A) =1-N(A), G, (jW) =G(jw),
din (1.63) rezulta: Gcl(jw)Gc2 (jw)+1=0,

fapt echivalent cu compensarea lui N(A) si transformarea
sistemului Tntr-un sistem automat liniar.

Determinarea neliniaritatii coresp. functiei 1-N(A) se face
cu ajutorul formulei de inversiune de la 1.1.b.
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2. Stabilitatea absoluta
Sunt utile conditii de stabilitate asimptotica globala pt. o clasa

de neliniaritati. Pt. SAN din fig.VII.25, echiv. cu fig.VII.11,
Se are in vedere clasa de neliniaritati cf. fig. VII. 26.

i
—au f

Fig.VIl.25
Goxy ={f €C%0<f(y)/y<K, yeR y=0, (2.1)

cO multimea functiilor scalare, continue pe portiuni, fig.VII.26.

Similar se definesc si Cie;, €> 0 arbitrar de mic, Cy, si C,
M. Voicu, IA (VII) C 14 (33)

Fig.VI1.26
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Definitia 1

SAN cf. fig.VII.25 se numeste absolut stabil daca PE y=0
este glob. asimpt. stab. pt. orice f € Cjgy; (Cex):Cio)C (0.4c))-®
2.2. Criteriul Popov

Fie SAN cf. fig.VIIl.25

u=f(y) (24 G(=— o

a, b, sunt numere reale, a =0,1,2,... sin+a >m.
Coef. de amplif.=1; factorul de amplif. al buclei inclus in (2.4).
G(s) este ireductibila. Dpdv al polilor lui G(s) se disting:
a) Cazul principal: toti polii lui G(s) sunt in {Res< 0};

P a=0siags +..+a5s+ 1 hurwitzian.
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b) Cazul critic: cel putin un pol al lui G(s) este pe {Res= 0},
iar restul polilor sunt in {Res< 0}.

Acesta distinctie isi are originea in definitia clasei Cyg ;.

Daca sectorul este [0,K], atunci este posibil f (y) =0,
functionalitatea fiind asigurata numai de partea liniara.

In cazul critic partea liniard nu poate fi global asimptotic stabil&
deoarece, cf. (2.3), G(s) are poli in {Res=0}.

Urmare: in cazul critic si Cj; nu se pune problema stab. abs.

Aici se are in vedere clasa Cp,;, cu e> 0 arbitrar de mic.

Aceasta implica Tn mod necesar asigurarea stab. asimptotice
globale pentru:  f (y) = ey (2.6)

(reactie liniard), cu e> 0 oricat de mic.
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%" G Definitia 2
_Au - | SAN din fig.VII.25, cu G(s)

Tn cazul critic Si

Fig.VII.25 f(y)=ey (26)
yp=0 v a9 L (fig.VI1.27), se numeste e— stabil
i u S j daca punctul de echilibru y=0
este global asimptotic stabil
Fig-vil.27 pentru e > 0 arbitrar de mic. =
Teorema 2

SAN cf. fig.VII.25, cu G(s) ireductibila,este e— stabil U sA
cf. fig.VI1.27 este BIBO-stabil pentru e> 0 arbitrar de mic. =
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Fie SAN

\% y

Fig.VI1.25

1 by,s™+..... +bs+1

G(s)= - .
$ a,s"+....+as+1l

(2.5)

Teorema 3 (Popov)
Fie SAN cf. fig.VII.25, G(s) de forma (2.5), si feC/, — Tn cazul
principal (0<K<+x), sau fe Cy; Tn cazul critic (sist. e — stabil)
si O<K<+o. Atunci SAN este abs. stabil daca exista qeR
astfel incat :

Re[(1+ jgw)G(jw)] >-1Y/K, w>0. = (2.7)
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Teorema 4

Fie SAN cf. fig.VII.25, cu G(s) = —-"1 ,a =1,
2 a,s"+...+as+1

aps"+...+a18+ 1 hurwitziansi f € C(0,+OO).
Atunci SAN este abs. stabil daca exista g eR astfel ca:
Re[(1+ jow)G(jw)] =0, w>0. = (2.8)
Exemplul 2.1
Fie SAN cf. fig.VII.25, cu f e Cy.., Si G(9) =(as+1)/[s(as+1)],
a, >0, b, >0. Sa se studieze stab. abs.
Cf. (2.8) se poate scrie:
(gajow? +q+b; —ay)/(a2w?2 +1)>0, w>0.pt. =max(0,a—by)

are loc pt. orice w> 0. SAN abs. stab. pt. orice f € C ). ®
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2.3. Forma grafica a criteriului Popov

Se prelucreaza in membrul stang al inegalitatii:
Re[@+ jaw)G(jw)] > -1/K, w>0.

Pentru G(jw)=ReG(jw)+ jImG(jw) se obtine:
ReG(jw)-qgw ImG(jw) > -1/K. (2.10)

Notatii: v=ReG(jw), w=wImG(jw), w>0, (2.11)
Gp(jw) =ReG(jw)+ jwImG(jw)w > 0.

Hodograful Gp(jw) se numeste locul Popov.
Se defineste dreapta Popov:

v-qw+1/K =0.

Daca (2.10) are loc, atunci, cu (2.11), rezulta conditia Popov:
v—qw+1/K > 0.
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Locul Popov Go(jw) =ReG(jw) + jwImG(jw), w>0, (2.12)

Dreapta Popov ~ v—-qw+1/K =0 (2.13)

Conditia Popov ~ v—qw+1/K >0 (2.14)

Dr. Popov (dP) are panta 1/q si taieturile (-1V/K, 0) si (0, /Kq).

Punctele din pl. (v, w), situate la dreapta dP, satisfac (2.14).

Pt. verificarea grafica a conditiei Popov (2.10) :

<> se traseaza in pl. (v, w) locul Popov (cf. (2.12));

<> in (-V/K,0) se traseaza o dP (de panta 1/q, daca exista)
astfel incéat locul Popov sa raméana in intregime
la dreapta acesteia, fig.VI1.28;

<> cf. t. 3 SAN este absolut stabil.
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Ay Fig.VIl.28

dreapta (-VK, 0) fiind
Popov (d dat, pot exista
1K, o infinitate de
— 1 \L
™ UK, Weto /W=0 dP pentru care
locul Popov
o ramane la
dreapta .
Jran opov Goljw) dreapta.

Se determina K, maxim, cu dP tangenta la locul Popov,
fig.VI.28; — dreapta critica, pt. care (2.10) nu are loc.

Sectorul [0,Kp) sau [e, Kp) se numeste sectorul Popov.

In cazul critic, sectorul poate fi si [, Kg], dar numai daca
locul Popov nu trece prin ( -VK;,0).
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Exemplul 2.2. Fie SAN cu fe Cy 1 5, G(S) = V[(s*+s+2)].
Cf. (2.11), (2.12) locul Popov este descris de ecuatiile:
v=—1[@W*-2)? +W?], w= W’ - 2)/[W? - 2% +W?],w >O.
Cu w?2=2-w/v se obtine: 22+ w2—w+v=0 (fig.VIl.29).
Prin (-2/3,0) - o infinitate dP. Sist. este e- st.; cf. t. 3, abs. stabil.
Ll Sectorul Popov: [g, 2), fig.VII.29. m

‘E Daca nu exista o dP astfel incat
| -apf -2 |3pl v S e A
R 14 lw=+o locul Popov saramana la
I' g dr., atunci t. 3 nu se aplica.
0/I Nu implica faptul ca sist. aut. nu
/ poate fi absolut stabil
Fig.VIl.29 L
9 =172 gt. 3 - o cond. suficienta).
M. Voicu, IA (VII) C 14 (33)

2.6. Compensarea serie a partii liniare
Daca nu exista o dP, atunci se poate proceda astfel:
e Se reduce K (fig.VII.26), 1t se deplaseaza taietura (-1/K, 0)
—fig.VI1.28 — spre stanga pt. a se putea trasa o dP,
Def.1 sugereaza determinarea valoarii maxime a lui K.
e Se compenseaza partea liniara G(s) (fig.VII.25) cu elemente
«serie», «paralel» sau «cu reactie», respectiv se
deformeaza si se deplaseaza locul Popov (fig.VIl.28)

pt. a se putea trasa o dP.

Uzuala este compensarea serie a lui G(s) cf. fig.VI1.30.

M. Voicu, IA (VII) C 14 (33) 28

14



G(s)

2 asi c Y, y
Compensatorul G4s) sa asigure: ey M re
- satisfacerea criteriului Popov; _Au 7 |

- imbunatatirea calitatilor impuse SAN.

Fig.VI1.30
O solutie simpla, sugerata de

Re[(L+ jaw)G(jw)] > YK
si de corectia SA liniare, consta n utiliz. unui comp. PD:

Gg(s) =kg(ts+1).
G4(jw) roteste antiorar locul Popov cu 0° - 90°, pt. w crescator.
Locul Popov se deplaseaza spre dreapta la w medii si inalte.
Se poate trasa o dP prin (-1/K, 0) cu conditia ca acest punct sa

ramana suficient de departe la stanga noului loc Popov.
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Exemplul 2.4.  Fie SAN cf. fig.VII.30 — L)

F(S)_s(s+1)2' e L f ]

Se cere Gg(s) astfel incat SAN sa fie abs. stabil pt. clasa C g 4.
1. Pt.  G(s) = G4s) G(s), cu Ggs) =k, ks>0, rezulta:

. K —2W— j(1-w?
G(JW):—SZZ S 5 J( 2)2.
jw(jw +1) wl4w* + (1-w?)“]
_ 2ks
_ 42 + (1-w?)?’
Ec. parametrice ale loc. Popov: )
Ks(1—w*)
Av? + (1-w?)?’
Eliminand w2 se obtine locul Popov: w=Vv—,/-Kv/2, v<O.
M. Voicu, IA (VII) C 14 (33) 30
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2k, Locul Popov: w=v—,/-ksv/2, v<O.

A2+ (1-w?)?’

2k —k ‘W
We ks (1-w?) S S 2 p V
a2+ (1-w?)? . Wi=too
w=0= Vv=-2K,w=-K;
w=o0= V=0, w=0. _ Fig.VIl.31

Pt. w =1, tietura cu axa absciselor este:

v=-k42, w=0.
Pt. a trasa o dP prin (-1/4,0) este necesar ca
-1/4 < -kd2,
respectiv kg < 1/2.
M. Voicu, IA (V1) C14(33) 31

2. Pt. G(s) = G4(9)Gx(9), cu G4(s) = kys+ 1), rezulta:

1k
s(s+1)?  s(s+1)°

G(s) =ks(s+1)

| K
SO = weD  Cwwien)

Ec. parametrice ale loc. Popov:
<0.

w?+1
Eliminand w2+1 - locul Popov, fig.VII.31.b :

w=v,v<0.
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K > Vv
v=——>-<0,
we+1
k (b) .
W=——S_ 0. Fig.VI1.31
w2 +1 -0
- —k
AR

Locul Popov (fig.VIl.31.b) : w=v, pentru v<O0.

Pt. w = o, taietura cu axa absciselor este:

v=0, w=0.
Cf. t. 4 se poate trasa o dP de panta 1/g<1

in orice punct (v, 0) cu v<O0.
Sistemul automat este absolut stabil

pt.clasa C .., Siks>0. =
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