Elementele neliniare pot avea “memorie“.

Pentru  u(r) = Asin o, jo’u(t)dt = 0 4(1 - cos wr),

t
rezulta: [Asin wt|=u(t), (4 cos wi]= —a)jou(t)dz + A
4, B,
Cu NR(A)zReN(A)zj, N,(A)=ImN(A)=7
se scrie: v(t) = v(t) = A sinat + B jcoswt = NgAsinawt + NjAcosat

u(?) —a).[(;u(t)dt +A.

Rezultd: v(1) = N, (Au(t) N, (4) jotu(t)dHAN, (A).

Elementul neliniar are ‘'memorie”|.

Exista numai daca N, (4) # 0 — cazul neliniarit. multivalente.
M. Voicu, 1A (VII) C13(33) 1

Teorema 1 Historen
isterezis
Fie neliniaritatea bivalenta: ,g(uM
— Uy’ Uy U
fu) = i), >0, i<l /1
frw), u<0, fi(w)= 1), U| 2Uy. | Exemplu

Atunci N,(4)= —%, A>uy, S — aria dintre f,(u) Si f5(u).
7T

2. Cu (1.5), (1.10) si (1.12) se calculeaza N,(4) astfel:

2n /2
N, (4)= n_lA .[o f(Asinwt)cos wtd(wt) = # UO f(A4sinwt)Acos wtd(wt)+
3n/2 . 2n .
+J. /2 f(Asinwt)Acos wtd(wt) +L \ f(Asinwt)Acos wtd (a)t)} =

Zﬁwﬁ(”)d”ﬂf fz(u)du+j_°A fl(u)du}ﬁz fA[fz(u)_ﬂ(u)]du:_ % ‘.

M. Voicu, IA (VII) C13(33) 2




Exemplul 1.1 Neliniaritatea de tip releu (fig.VIl.1):

v 1° bipozitional (ideal):¢g=1,a=0,5>0;
b
2°bipozitional cu histerezis:g=—-1,a>0,5>0;
" 3¢ tripozitional (ideal):¢g=1,a>0,5>0;
1o | a=0 4°releu tripozitional cu histerezis:|g|<1,a>0.
- Fig.VII.1
s ; I
A
—a u —a u ;a 7qa! Z
a a qa a
\ a>0 a>0
20 o g=-1 3° g=1 40 a>0 -
= b = b lgl<1
>0 u>0
M. Voicu, 1A (VII) C13(33) 3

Exemple de utilizare a regulatoarelor de tip releu

Regulator de nivel:
nivelmetrul cu contact (NC)

Q |— debitul comandat
max
H, nivelul prescris
0 nivelul curent

Regulator de temperatura:
termometrul cu contact (TC)

Q — debitul comandat
max
H, temperat. prescrisa
Flg' 1.3. Ex. 2.2 0 temperat. curentd u

M. Voicu, IA (VII) C 13 (33) 4




Exemplu — fig. VII.1 o4 050
. > 2 Figvii  ° ===
Sa se calculeze |
q . —a —qa u
functia de descriere N (4) = -
qa a
si functia de descriere >0
invers negativa N, (4). === ~ b st
u,v
bl .
Al v Evolutii temporale:
a
“ u(t) = Asinwt,
qa
ntoa, Tta, o= wit,
B a=wt . a
—qa sing, :Z’
4 Fig.VIL.5 _ ga
=0 sina, =—.
M. Voicu, 1A (VII) C 13 (33) 4 5

Cf. (1.12) si fig.VIL.5 (cazul 4°) se poate scrie:

Ay 9 ¢ . b,,tf’,v
Ny(4) :TZHIO v(t)sin wtd (wt) = Al v
7 ) Fig.VIl.5
2 . qa
:% :smada:%(cosal—cosaz) mta, Whe,
1 az—v a=wt
2 -
sinalzﬁ, cosa1=1[1—%, [ e—
—b
2.2
sinazz%, cosay =— —qAZ 5

Partea reala a functiei de descriere este:

| [_a, |_ad
NR(A)—E[ 1—?4‘ 1- Az 5 A>a.

M. Voicu, IA (VII) C13(33) 6




V) u<0
FigviL1 =
| S/24
—-a —qa
~-
qa a
S/2 250
== b lgl=1
u>0

%: (a—qa)b=ab(l1-q).

[SPNESH
La—
|
|
|

qa

mtoy

Fig.VIL.5

nta,

Partea imaginara, conform teoremei 1:

Ny(d)=-=S_=-2ab_4) g>a
A A
M. Voicu, 1A (VII) C13(33) 7
. ¢ =098 -8 -6 —4 -2 04 .
ol [J 8 »
Fig.VII.1 = o D) 02
| 3 o4 I\
g ; {
—a_—qa_ é 0,2 T -04
qa a :5/ v 40 /
g —0.2 b / -0,6
a>0 & 04 £
== -b lgl<1 -0,6 ~ -08
u>0 : -0,8
F|g.VII.6,9’? 7 ] g
4° Releul tripozitional cu histerezis: |¢g| <1,a>0, b >0,
20 [—a% . | _4q%a? - 2ab
20 hj_a” | - - 1- A>a;
N(A) TEA( A2 + A2 ]72'142( CI), a,
A? ]
. 2 ,/?—qzﬂ(l—q)
N, (4)=- = , A>a.
N(A4) dab 42 42 A2,
pr A Bt | Rt
a a a
M. Voicu, 1A (VII) C 13(33) 8




in primele trei cazuri se obtin (fig.VI1.6):
1° Releul bipozitional (ideal): ¢=1, a=0, >0,
N(A4)= ﬁ, N,(4) = —E, A>0.
. T4 4b
2° Releul bipozitional cu histerezis: g=—-1, a>0, >0,

_dab |£ __; 7oV S R
N(A)_MZE az 1 Jj’ ]VI(A)_ 4b( a2 1+]j7 A—a'

3° Releul tripozitional (ideal): g=1, a>0, b>0,
_4ab 4% _ __md* | 4> _
V() =28 [, N(a)= 4})//a2 I, d>a.

<]
. 3 = 3 g=1 a>0
I g=l @= /Z« A=+ A/a=N2 4
-8 -6 -4 -2 8 : ; =] -
1 | | 1 >~
+ + + y i~ A=a -6 —4 -2
A=+on A:O‘ S
= —
= A=+ A=0
. < | ]
FIgV”G = 20 g=-1 a>0
M. Voicu, IA (VII) C 13(33) 9

b. Calculul aproximativ al functiei de descriere
Pt. / univalenta (= impara), 4, din se calculeaza cu:

4= % [2, f(4sin @n)sinard(ar).
2

Cu x=sinwt, dx=coswtd(wt) $i g(x) =x f(4x) rezulta:
4=20" B o= o+ 2gdy v 20D+ 1)

=2 f+ 1)
Pt. f univalentda = S =0 si N, (4) = 0 se obtine:
N() = Ny = Zh= 2l ray + 1)

Exemplul 1.2
Releul bipoz. (ideal): v=>5b sgn u. N(A) = (2b/34)(1+1) =4b/34 .

Aproximatia este satisfacatoare pt. N(4) = 4b/(74). =

C 13 (33) 10

M. Voicu, IA (VII)




O formula de inversiune: se da N(A) si se detetermina f'(u).
Amplitudinea lui u ia valorile 4, 4/2, A/22,..., A/2",....

Cf. N(4) ;%4[/’(/0+ f(%)], se scriu egalitatile:

3AN(A)/2 = £(A) + f(A/2)
—34N(A4/2)/2> 8= - f(4/2) — (4127
3AN(4/2%/2°  E= (4127 + £(4/2%
..................................... & weoerrre. [N ... (R

N

(=1)"3AN (A4/2") /2™ = (=D £(4/2")+ (-1)"[f(4/2"T)

fA= Y 22 N[A} (1.21)

2 n+l 2_n
n=0
deoarece se reduc termeni si pt. n — oo, f(4/2"") —0.

(1.21) — foarte utila in sinteza sistemelor automate neliniare.
M. Voicu, 1A (VII) C13(33) 11

P13;10/30

c. Schema bloc structurala

Analogia dintre raspunsul la frecventa si functia de descriere
permite tratarea SA neliniare similar cu cele liniare.

Pt. el. lin. se aplica identit. de transfig. a schemelor bloc struct.,
dar asfel ca intrarile el. nelin. sa ramana neschimbate.

Pt. SA cu o singura nelin. forma cea mai simpla este

Se constituie el. lin. G(s) imediat dupa cel neliniar, fiind

posibila verificarea ipotezei 4° de la punctul a.

u; u u v y Ve
— G (s) 4:?_’ fu) 4"7@) > Gyls)

Fig.VIL.7
M. Voicu, 1A (VII) C 13(33) 12




Exemplul 1.5

Pt. schema din fig.VIl.8 sa se obtina sch. bloc struct. tipica.
d3

Gy(s)
+ Z + u ) e
»é)—* Gy(s) 4?_. fu) [ G) [T
% _ G(5)
G(s)

Se realizeaza deplasarile d,, d, sid; si se ajunge la:

Gys) = Gs(s) Gy(s) =
ui ye
— G,(s) 1 G\(5) Au) Gy(s) ™
G,(s) =
. Gy(s) Gy(s) Gy(s) =
M. Voicu, 1A (VII) a o7 13

Se noteaza
si se ajunge la fig.VIl.9

u; u

1 y€
—’Gl(S)Gz(S):% S |- Gats) 7~
Fig.VIL.9 ?(s)|<7

Deplasénd G, de pe c. de reactie pe c. directa, fig.VII.7,

u; u u v y Ye
1 Guls) fw) ’l(s) > Guls)
+

in care Fig.VII.7

G,=G,G,, G=G,Gs+ G,G,+G,G,G,Gy si G,=G, .

M. Voicu, IA (VII) C13(33) 14




d. Punct de echilibru
Conform fig.VII.7, se considera SA neliniar:

@I

Fig.VIl.7.a -
descris de urmatoarele ecuatii:
Y(s)=G(s)V (s)
v=f(u)

u=u-y.

Se admit urmatoarele ipoteze:

1° G(s) are cel mult un pol pe axa imag., restul in {Re s <0}.
2° Polinoamele din G(s) sunt relativ prime.

3° G(s) contine, eventual, si un element cu timp mort.

4° flu) satisface ipotezele admise la definitia f. de descriere.
M. Voicu, 1A (VII) C 13 (33) 15

Regimul stationar, cf.fig.VIl.7.a, este posibil pentru:

u = up = const., & u =u,= const., v =v,= const., y = y,= const.

iar In fig.VIl.7.a avem: j’Q—> Sfu) 4’.@ >

Cvadrupll.]l U_OaUOaVO»)/O

defineste un punct de functionare conform ecuatiilor:

Yo =G(p)v,
vo = f (1) (1.22)
Uy = Uy — Y.

in care p = d/dt este operatorul de derivare introdus prin

inlocuirea formala a variabilei s in G(s).
M. Voicu, 1A (VII) C13(33) 16




Pentru punctul de functionare ug,uo,vo,Yo cu

b, p™ +b, p™ 1 +...+b 1.22.1
Y4 :G(p)vo, G(p)z mP m—1P ~ 0 , ( )
a,p" +a, p" +...+a, (1.23)

are loc: a,p'y,+a, p"" Yyt tayy, =

m—1

=b p"v,+b, p" v, +....+by,,
in care {p’”v0 =p" v, = ... =pv, =0

. - (1.24)
py():p y0: ...... :py():()

Prin urmare ug,up,vo,Yo este un punct de echilibru,
Cf. (1.24), toate vitezele sunt nule, ceea ce corespunde
semnificatiei conceptului de echilibru cunoscut din fizica.
Totodata _
ayYy = byvy.

M. Voicu, 1A (VII) C13(33) 17

Pentru| punctul de echilibru | (PE) i ,u0,Vvo, 0
din (1.22) - (1.24) rezulta :
& {J’O =(by/ ag)vy, vy = S (ug)
Yo =ty —Uy.

Se elimina v, , si se obtine:

(yy=(by/ay)f (u
_/Myo (_0 o)./ (o) (1.25)
o Yo =ty —Up,

Fig.VIl.10

Uy

graficele fiind date in fig.VII1.10.
Pt. micile abateri Au, Av, Ay in jurul valorilor u,, v, v,, cf. (1.22):
Yo + Ay =G(p)(vy +Av)
Vo +Av = f(u, + Au) (1.26) Se noteaza
g+ Au =1y — (v + Ay). A () = f(uty +2)~ f (). (1.28)

M. Voicu, IA (VII) C 13 (33) 18




yo+Ay=G(po+G(p)Av Yo =G(p)vg

(1.26) v0r+ Av=f(uy+Au) — fluy)  vo=S(ug) (1.22)
¥

u0+Au=L_to—y0—Ay. Ugp =L_lo—y0
Af (Au) = f(ug +Au)— f(uy). (1.28)
Cf (1.22), (1.28), din (1.26) rezulta:

Ay =G(p)Av Q—A”L = T
Av = Af (Au) (1.27) -

Au =—Ay. Fig.VI1.11

Fig.VIl.11 -schema bloc structurala standard pentru PE:
(uo 1, v050)-

M. Voicu, IA (VII) C 13 (33) 19

SAN tipic (fig.VIl.7.a) + SAN standard (fig.VIl.11) Y(s) = G(s)V (s)

Q[ ]—fol - v=7,@)

+

- u=u-—y.
Din schema bloc structurala tipica, Fig.V11.7 .a, p
0
Yo =G(p)v, i
pt-PE: LTO»”OaVO»J/O Vo:f(uo)
Uy =Uy = Yy- y
— 0
Au Av Ay | iy
g}—ﬂ MAu) @ [T
B Ay =G(p)Av
rezultd schema bloc structurald standard, Fig.VI1.11,2 Av = Af (Au)
cuPE: Ay=0,Av=0, Au = 0. Au =—Ay.
M. Voicu, 1A (VII) C 13 (33) 20
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e. Ecuatia balantei armonice

SAN standard cf. fig. VII.11,
descris de ecuatiile:
Ay=G(p)Av QL o] Gl -
Av = Af (Au) (1.27) -
Au =—-Ay. Fig.VII.11

pentru i, fixat, are PE unic Ay=Av=Au=0.

(1.27) poate avea solutii periodice (oscil. intretin.) in jurul PE.
Daca exista oscil. intretin., atunci, datorita lui G(s) (FTJ),

la intrarea el. neliniar preponderenta este fundamentala:

Au(t)=Asmot, teR; 4>0, o>0. (1.29)

M. Voicu, IA (VII) C13(33) 21

in complex, pe fundamentale, se scriu relatiile:

Ay, (t) =ImAU, (4, jo), Av,(t) =ImAV,(4, jo), Ay,(t) =ImAY,(4, jo).

Se trec in complex, pe fundamentale, ec. SAN standard:
Ay =G(p)Av
Av = Af (Au) (1.27)
Au =—-Ay.

Rezulta:
AY\ (4, jo)=G(jo)AV (4, jo)
AV (A4, jo) = N(A)AU,(4, jo) (1.30)
AU, (4, jo)=-AY (4, jo),

in care G(jw) este raspunsul la frecventa al el. liniar G(p)

si N(4) este functia de descriere a neliniaritatii Av = Af (Au).
M. Voicu, IA (VII) C 13 (33) 22
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Din ecuatiile
AY (4, jo)=G(jo)AV (4, jo)
AV (A, jo)= N(A)AU,(4, jo) (1.30)
AU (A, jo)=-AY, (4, jo).

se elimina AV|(4, jw) $i AY,(4, jw) sise obtine:
[N(A)G(jo)+1]1AU, (A4, jo) =0. (1.31)

Intrucat U, (4, jo) = 4¢*' #0, din (1.31) rezult&:

\N(A)G(jm)ﬂ:o, A>0, ®>0.

(1.32)

(1.32) este ecuatia caracteristica (analog cu cazul liniar)
a SAN standard, numita si ecuatia balantei armonice.

M. Voicu, IA (VII) C 13 (33) 23
N(A)G(jo)+1=0, A>0, ®>0. (1.32)
Regula 1

Daca in SAN standard exista oscilatii intretinute, aproximate
prin fundamentale, atunci amplitudinea 4 gi pulsatia @ din
Au,(f) = Asinwt satisfac ecuatia balantei armonice (1.32). m

Ec. complexa (1.32) este echivalenta cu fiecare din ecuatiile:

N(A)=-G'(jw), A>0, ® >0,
Ny(A)+ jN,(A) =—ReG ' (jw)— jImG ' (jw), 4> 0, o> 0.

Ecuatia complexa (1.32) este echivalenta cu ecuatiile reale:

{NR (4)=—ReG~1(jw)

. (1.33)
N;(A)=-ImG7 ! (jw).
M. Voicu, IA (Vi) C13(33) 24
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Pentru neliniaritatile univalente N(4) = 0; (1.33) devine:

{N(A)=—Re(71(ja)) 1,30

ImG ' (jw)=0  (ImG(jw)=0).
Daca N(4), G(jw) au forme complicate, pt. rezolv. ec. (1.32)
se utilizeaza si procedee grafice. (1.32) se scrie sub forma:

G(jw)=N;(A), (1.35)
G(jw) jIm
et N(A) fiind funct de descr. inv. neg.
fdo, Procedeul celor doua locuri
N(A4) Se traseaza G(jw), >0, $i N(A4),A=0.
4, @y in fig.VI1.12,intersectiile corespund
Fig.VII.12 oscilatiilor intretinute din SAN.
M. Voicu, 1A (VII) C13(33) 25

Au Av Ay
Exemplul 1.6 Q g 0 e T e
- Fig.VIl.11

Se considera SAN cf. fig.VIl.11 cu releu bipozitional ideal:
AM(Au) = bsgnAu, sgn 0 =0,
si partea liniara

G(s) =

1
‘tas’ +a,s+
s’ +as’ +a,s+a,

, a,,>0,a,>0.

Sa se studieze oscilatiile intretinute (daca exista).
SAN are punctul de echilibru: Ay =Av =Au = 0.
N(A) la ex. 1.1 (1°) si N(4) cf. fig.VIL.6 (1°):

1° g=1 a=0
4 A 8 -6 -4 -2
PN =L N ay=—ZA g, e ]
A 4p A=+ A=0‘
M. Voicu, IA (VII) C 13 (33) 26

Fig.VI1.6
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Cu procedeul celor doua locuri — fig.VII1.13,

K exista o singura osc. intretinuta cf. cu
Fig.VI1.13

N(A)=—ReG \(jw)
) Jim . (1.34)
- 1’601' ImG™ (ja))=0
N() R <
rezulta
G(jo) 4b/(md)=—Re(j@> —a,@?* + ja,w+ay)
| ImEj@? —a,0? + ja,w+as) =0,

o, =+\Ja,, A, =4b/[x(a,a, —a;)]; din4,>0% a,a,—a;>0.

Daca a; > 0, atunci este necesar ca G(s) sa fie BIBO-stabila:
cf. c. Hurwitz a,a,—a,>0.
Oscil. intr.: Au,(¢) = 4b/[n(aa,—a3)]siny/a, t.m

M. Voicu, IA (VII) C13(33) 27

1.2. Stabilitatea oscilatiilor intretinute

Oscilatiile intretinute pot fi: stabile, instabile si semistabile.

Natura osc. intret. si cea a PE Ay=Av=Au = 0 sunt corelate.

a. Oscilatii limita

Se admite ca in SA nelin. (fig.VII.11) exista osc. intret. si ca
are loc perturbarea (1)), de scurta durata, a amplit.

Cf. evolutiei in timp, dupa perturbare, se disting trei cazuri.

Definitia 2
Osc. intretinuta se numeste limita stabila daca dupa
perturbarea amplit. (suf. de mica 1), de scurta durata,

urmeaza revenirea, in timp, la osc. intretinuta precedenta.m
M. Voicu, 1A (VII) C13(33) 28
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Definitia 3
Osc. intretinuta se numeste limita instabila daca dupa
Perturb. amplit. (oricat de mica 1] ), de scurta durata,
urmeaza indepartarea, in timp, de osc. intretin. precedenta.m
Definitia 4
Osc. intreinuta se numeste limita semistabila

[stabila / instabila la stanga si instabila / stabila la dreaptal],
daca dupa perturb. amplit., in sensul scaderii suf./oricat
de mici si al cresterii oricat/suf. de mici, de scurta durata,
urmeaza rev./indep. si indep./rev. la/de si de/la osc.

intretinuta precedenta.=
M. Voicu, 1A (VII) C13(33) 29

b. Regula lui Loeb
O oscilatie intretinuta
u,(t)y=4,sinwyt, A4,>0, v,>0,
oricare ar fi natura ei, este sol. a ec. balantei armonice
N(A4,)G(jw,)+1=0.
O perturbare a ei, la =0, are ca efect variatiile
Ay — Ayt A4, wy— o, tAo,
u, () = u () + Auy(f) = (4, + A4) e ¢ ' sin (v, + Aw)t

cu amortizarea ¢, variabila , pozitiva sau negativa, dupa caz.

Osc. intretinuta este limita stabila daca:
si este limita instabila daca:

M. Voicu, IA (VII) C13(33) 30
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Se noteaza:
Nig(A)=Re N;(4), Ny(4)=1Im N;(4),
Gr(w)=ReG(jw), Gj(®w) =ImG(jw).

o)), L)
do ), \ a1 ), \do),\ a1 ),

Regula 2 (Loeb)

Osc. intretinuta caracterizata de (4,, @,), solutie a ecuatiei:
N(A4p)G(jwo)+1=0,

este: - limita stabila daca Sy > 0;
» limita instabila daca Sy <0;

* limita semistabila daca S,=0. =
M. Voicu, 1A (VII) C13(33) 31

Pt. evitarea calculelor pentru S, se definesc vectorii:

5 = dGp o dG, 5 = :(dNiRJ lr+(dNi1j i
o ), \do ), ¥ aa ), at),”

tangenti respectiv la hodogr. G(jw) si N(4) in p. de intersectie.

Produsul lor vectorial este:

VG XVN = 7 7 7l
(), (., s
=|7g|'|17N|sin(l7G,\7N)k =|\ do ], o J . = Sok.
~ (dNiRJ (dNﬂj 0
(i,j,k —versorii sp. tridim.) |\ d4 )4 \ d4 )y

Sensul poz. al vect. produs se obtine atunci cand unghiul

dintre V;,Vy ,in sens pozitiv, este intre 0 si .
M. Voicu, IA (VII) C13(33) 32
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Regula 3 (Loeb)

Osc. intretinuta (4,, @,), solutie a ecuatiei (1.32), este:

* limita stabila daca pornind din p. de intersectie pe G(jw)
pt. @1, N(4) pt. AT ramane la stanga — fig.VII.16.a;

* limita instabila daca pornind din p. de intersectie pe G(jw)
pt. o, N(A) pt. AT raméane la dreapta — fig.VI1.16.b;

* limita semistabila daca G(jw), N(4) sunt tang.— fig.VIl.16.c.m

a — limita stabila b — limita instabila ¢ — limita semistabila
jlm4 Re jImA ‘Re jImA Re
= N(A4 = N(A4
e o ) v (@
N(4) Ay, @
Ay, 0,
G(jw) | a G(jw) b = , ®
Fig.VIL.16 v \G()
M. Voicu, 1A (VII) C 13 (33) 33
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