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c. Sisteme cu timp mort

Sist. în c. închis:

( ) ( )( ) 1 ( ) .
( )

Ts

d
P s Q s eF s G s

P s

  

Teorema 8

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
( )

Ts
d t R F t

Q sG s G s G s G s G s G s e
P s

  

F(s) are o infinitate de zerouri, dar în {Res0} un număr finit.
F(s) are un număr finit de poli în {Re s  0}.
Se poate aplica principiul argumentului.

Teoremele 5,6 şi 7 se aplică şi pt. Gd(s) de forma (4.18).

Partea fixată conţine e–Ts, T > 0.

Sist. în c. deschis:

0
( ) ( ) ( )( ) ,

1 ( ) ( ) ( ) ( )

Ts
d d

Ts
d

G s G s Q s eG s
G s F s P s Q s e



  
 

cu

Fig.VI.30+_
Gd(s)

Y(s)Yp(s)

(4.18)
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Exemplul 4.4
Se cere dom. de BIBO-stab. pt.

Două cazuri: (a) stab. şi (b) instab.

Fig.VI.40
min Re ( ) min ( sin ) 1d

kG j T  


   

pt. : Im ( ) cos 0, 0.d
kG j T  


  

Rezultă: Ti =(2i+1)/2, i=0,1,2,…,

 mini[–2kT/((2i+1))] > –1,

 kT < /2  fig.VI.41.

Locul de transfer – fig. VI.40:

Cf. t.8 cond. de BIBO-stab. este:

Fig.VI.41

( ) , 0, 0.Ts
d

kG s e k T
s
  

STABILITATE
BIBO-

T

2

4

2 4

k

Pl. Gd(jω)

–1

b a

( ) (sin cos ).jT
d

k kG j e T j T
j

  
 

   





2

M. Voicu, IA (VI) C12 (29) 3

+_
Gd(s)

Y(s)Yp(s)

Gd(s) kGd(s), k > 0.

d. Factorul de amplif. ca parametru

P. critic va fi – k –1.

Teorema 9

SA (v.fig.) este BIBO-stab. locul Gd(j) înconjoară p.–k–1

în sens pozitiv de n + n0/2 ori pt.  crescător de la – la +. 

Teorema 10

Teoremele 9 şi 10 se aplică pt. Gd(s) cu timp mort. 
Teorema 11

SA (v.fig.), cu max 2 poli s = 0 şi restul în {Re s<0}, este BIBO-

stab.  – k–1 în afara lui Gd(j), la stg., pt.  ↑ de la – la +. 

Fig.VI.30

)).(()(1)( 1 sGkkskGsF dd  

kGd(s)
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

Ad(ω) φd(ω)

0 0o

e. Utilizarea diagramei Bode

Fie SA cu:
... 1

( ) ,
... 1

m
Tsm

d n
n

b skG s e
s a s

 
 

(4.20)

0, 0,1, 2, ,k m n    

ansn +..+1 (hurwitzian) şi
bmsm +..+1 – relativ prime.

Fig. VI.42 (a) stabilitate
|Gd(jt)| = 1 sau Ad(t) = 0 dB;

t este pulsapulsaţţiaia de tăierede tăiere
(cf. def. din automatică).

φd(ω)

Ad(ω)

Fig.VI.42. a

–180o

ωo

t





jIm

Re– 1

φd(ω)

Gd(jω)

ωo

ω t

0, 1, , 0, 1, ,i ja i n b j m   

0,T 
mdB
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Fig.VI.42. a; BIBO-stabilitate

mdB



Ad(ω) φd(ω)

0 0o

φd(ω)

Ad(ω)

–180o

ωo

t





jIm

Re– 1

φd(ω)

Gd(jω)

ωo

ω t



Ad(ω) φd(ω)

0 0o

φd(ω)

Ad(ω)

Fig.VI.42. b; BIBO-instabilitate

–180o

ωo t

jIm

Re

– 1

φd(ω)

Gd(jω)

ωo ω t

M. Voicu, IA (VI) C12 (29) 6

SA cf. fig.VI.30, cu

Stabilitatea relativă se evaluează

cu: Ad(–180°), d(t); 

mdB=–Ad(–180°),=d(t)–(–180°).

Valori recomandate:

mdB = 10 ÷ 20dB,  = 30  50.

Teorema 12

Fig.VI.42. a; BIBO-stabilitate

mdB



Ad(ω) φd(ω)

0 0o

φd(ω)

Ad(ω)

–180o

ωo

t





jIm

Re– 1

φd(ω)

Gd(jω)

ωo

ω t

Fig.VI.30+_
Gd(s)

Y(s)Yp(s)

este BIBO-stabil 
φd(t) > –180°. 

... 1
( ) ,

... 1

m
Tsm

d n
n

b skG s e
s a s

 
 
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Exemplul 4.5
Să se studieze BIBO-stabilitatea SA cu

Ad() este linie poligonală cu p. de frângere la: 1 = 5,2 = 20.

( ) , 0.
(0,05 1)(0,2 1)d

kG s k
s s s
 

 

d() = – 90– arctg(0,2) – arctg(0,05).

Se trasează diagrama Bode pentru k = 1.

2 2( ) 20lg 20lg (0,2 ) 1 20lg (0,05 ) 1dA          

20lg , 0 5,   
220lg 20lg (0,2 ) 1, 5 20,      
2 220lg 20lg (0,2 ) 1 20lg (0,05 ) 1, 20 ;         


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–40

Ad

–60

–20

0

20 φd

0

–100

–200

–300

rad/sec
ω

2 3 4 5 6 7 8 9 2 3 4 5 6 7 8 9 2 3 4 5 6 7 89
10–1 102101100

Ad(ω)

d(ω)

–17,5
noua linie de 0dB

mdB=10dB

t –180o

=30

Fig.VI.43

–180
–27,5–27,5

BIBO-stabilitatea – 20log k > –27,5dB 
20log k < 27,5dB 0 < k < 12,37.

Pt. a obţine mdB= 10dB, noua lnoua linieinie dede 0dB0dB ↓ la –17,5dB.
20log k = 17,5dB, k= 7,5;  t = 5,25 rad/sec,  = 30.

d d
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4.3. Corecţia sistemelor automate

a. Condiţii impuse sistemului automat

Într-o anumită măsură 1° şi 2° sunt contradictoriicontradictorii.
Introducerea unui integrator sau creşterea factorului de

amplificare imprimă SA o tendinţă spre instabilitate.

11°° SSă fie BIBOă fie BIBO--stabil.stabil.
22°° SSă asigure o anumită precizieă asigure o anumită precizie îînn regregimim stastaţţionarionar.

Eroarea staţ. es = yps – ys să fie 0 sau satisfăcător de mică.
es = 0 dacă pe calea directă există integratoare.

În lipsa lor, es poate fi satisf. de mică dacă amplificarea
sistemului în circuit deschis este suficient de mare.

«Corecţie» = stabilizarea sistemelor automate cf. 4.2.b.

M. Voicu, IA (VI) C12 (29) 10

Soluţia pentru cond. 2° nu trebuie să neglijeze cond.1°.
BIBO-stabilitatea este esenţială şi, mai mult, este necesară

asigurarea unei anumite BIBO-stabilităţi relative.

Creşterea factorului de amplificare  locul kGd(j) poate să
înconjoare ppunctulunctul criticcritic (–1, fig.VI.44).

Un pol în origine: efectul de rotaţie cu –90°  posibil ca locul
(j)–1Gd(j) să înconjoare ppunctulunctul criticcritic (–1, fig.VI.45).

Fig.VI.44 Fig. VI.45

–1

jIm

Re

b

k >1

kGd(jω)

a

Gd(jω)
a

Gd (jω)

–1

jIm

Re

b

(jω)–1Gd (jω)
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33°° R. indicialR. indicial îînn raprap.. cu m cu m. p. prescrisă să fierescrisă să fie sufsuf. de amortizat.. de amortizat.
Se ţine seama de valorile recomandate pt. mdB şi γ ( v. 4.2).
Dacă la t panta lui Ad(), pe un interval suficient de larg de

pulsaţii, este mai mică sau egală cu –20dB/decadă,
atunci, implicit, unei val. admis. a lui γ îi corespunde
o val. admis. pt. mdB (ex. 4.5, fig.VI.43).

 Se foloseşte ca măsură a BIBO-stabilităţii relative numai γ,
asigurându-se astfel o amortizare satisfăcătoare

Un răspuns indicial în raport cu m. prescrisă cu suprareglare
acceptabilă şi bine amortizat se obţine pt.  = 5070.

Un răspuns indicial în rap. cu perturb. este accept. pt.  > 30.

Foarte importantă este şi următoarea condiţie.

M. Voicu, IA (VI) C12 (29) 12

44°° SA trebuie să răspundă suficient de rapid atât la varia SA trebuie să răspundă suficient de rapid atât la variaţţiaia
         mărimii prescrise cât         mărimii prescrise cât şşi la variai la variaţţia perturbaia perturbaţţiei.iei.

Un SA are un răspuns rapid numai dacă sistemul
în circuit deschis are şi el această proprietate.

Sistemul în circuit deschis este un FTJ.
Rapiditatea răspunsului indicial al F(I)TJ este cu atât

mai mare cu cât pulsaţia de tăiere este mai mare.

La fel de importantă este şi următoarea condiţie.

Pulsaţia de tăiere a SA este de regulă mai mare decât a
sistemului în circuit deschis şi poate fi crescută prin
creşterea fact. de amplificare al sist. în circuit deschis.

Acest fapt se explică prin următorul exemplu.
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cu pulsaţia de tăiere (FTJ):

Într-o anumită măsură, 3° şi 4° sunt contradictorii.
10 (t0 – a sist. aut.) se poate creşte prin creşterea lui k.
Aceasta determină reducerea marginii de fază, respectiv

a amortizării răspunsului indicial al SA.

Fie ( ) , 0, 0,
1d

k
G s k T

Ts
  


SA:

0

0

1 ,
11

1

k
kk

T T ss
k

 


10 1
0

11 ( 1) .k k
T T

    

,
1

,1
1 00 T

k

T
T

k

k
k 







cu puls. de tăiere (FTJ)

0
( ) 1( )

1 ( ) 11
1

d

d

k
G s kTsG s

kG s Ts k
Ts

   
   

1
1 .T 

Deci: .110    SASA esteeste maimai rapid carapid ca sistsist.. îînn c.c. deschisdeschis..
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b. Corecţia în domeniul frecvenţelor

Corecţia SA constă în parcurgerea următorilor 4 paşi:
1° Determinarea schemei bloc structurale şi a

         parametrilor părţii fixate.

2° Trasarea diagramei Bode a părţii fixate.

3° Determinarea regulatorului cf. cond. 1°– 4° de la p. a.

4° Simularea SA pt. verificarea şi îmbunătăţirea soluţiei

Se ilustrează pasul 3°. Se aplică următoarele 3 procedee:

1° SeSe coboarcoboarăă AAdd(())

2° SeSe ridicridicăă dd

3° Se cSe combinăombină 11°°++ 22°°

• cu un regulatorregulator PDPD.

• cu un regulatorregulator PIDPID.

• cu un regulatorregulator PIPI.
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Uzual 1 =T1= cea mai mare
const. de timp a p. fixate, GF(s).

Se compensează (T1s+1) din
numitorul lui GF(s).

1
1

(1 ) 1( ) ( ),r
R r

k s
G s k

s s
   

11°° RRegulatorulegulatorul PIPI idealideal

Cu Ad() se determină kr

pentru  impus. Fig.VI.48

Regulatorul PI coboară AF().

t se mişcă la stg. – fig.VI.46.
Creşte sist. devine mai lent.

Fig.VI.46

γ

20lg | Gd (jω) |

ωt
arg GF (jω)

arg Gd (jω)

20lg | GF (jω) |

ωtF

1/τ1

–20dB/dec

20lg krτ1

A(ω)

φ(ω)

ω

φdAd

–90o

–180 o

0

A

0

φ

ω

–90o

0o

–45o

10, 0.rk  
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Regulatorul PD ridică d().
ωt ≈ constant – fig.VI.47
Creşte marginea de fază .

2( ) (1 ),R rG s k s 

Uzual 2 = T1 = cea mai mare
const. de timp a p. fixate, GF(s).

Se compensează (T1s +1) din
numitorul lui GF(s).

22°° RRegegulatorululatorul PDPD idealideal

Fig.VI.51

Fig.VI.47

γ
arg GF (jω)

arg Gd (jω)

1/τ2
20dB/dec

A(ω)

φ(ω)

ω

φdAd

–90o

–180 o

0

A

90o

0

φ

ω

0o

20lg | Gd(jω) | ≈ 20lg | GF (jω) |

ωtF
20lg | GF (jω) |

20, 0.rk  

Cu Ad() se determină kr

pentru  impus.
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Pt. acelaşi  (), t este mai la dreapta decât în cazul PI.
La aceeaşi t se obţine un  mai mare, adică la aceeaşi
rapiditate se obţine o amortizare mai bună ca în cazul PI.

Se adoptă 1 = T1,2 = T2, T1, T2 – c. de timp max. ale p. fixate.
Apoi se procedează a la reg. PI.

Fig.VI.50

1 2(1 )(1 )
( ) ,r

R
k s s

G s
s

  

33°° RRegulatorulegulatorul PIDPID idealideal

1/τ1

20lg krτ1

φ(ω)

A

0

φ

ω

–90o

0o

90o

–20dB/dec

A(ω)

20dB/dec

1/τ2

1 20, 0.rk    

Comparativ cu cazul PI,
se ridică d().
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Structura este următoarea:

c. Reglarea în cascadă

Instalaţia automatizată se divide în două părţi: GIA1, GIA2.

Se introduce reacţia negativă secundară după y2.

Regulatorul GR2 (de regulă PID) se alege astfel încât sist.

închis secundar să fie PT1.

Pegulatorul GR1 din circuitul închis principal este P sau PI.

Fig.VI.54
REACŢIA PRINCIPALĂ

Gt1(s)

_
yr1

_

Gt2(s)
yr2 REACŢIA SECUNDARĂ

+ +

yp u m
GIA2(s) GIA1(s)GE(s)GR2(s)GR1(s)Gp(s)

a1 x1 a2 x2 y1y2
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Fig.VI.55

Exemplu
Sistem de reglare automată a turaţiei unui motor el. de cc

M - mot. el. cc
TG - tahogenerat. P - potenţiometruR - reg. turaţie

DCG + PRC - el. ex.
RC - reg. curentSH - şunt

A - adaptor

+

_

p

P



V

up

a

ut



PRC

DCGR

SS
T PR

u

M TG

ex
+

+

_

_
+_

m


_ 0 +

_ 0 +

ucc

ex
_ 0 +

RC

_ 0 +

uSH

SH

A

uc i
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SISTEME AUTOMATE NELINIARE

Capitolul VII
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Sistemele automate reale sunt de regulă neliniare.
Modelele liniare sunt cazuri particulare;

se obţin prin idealizări, simplificări şi aproximaţii.

Există situaţii în care aproximaţiile sunt inacceptabile.

•• esenesenţţialeiale (deliberate)
•• neesenneesenţţialeiale (accidentale).

O neliniaritate esenţială

realizează o anumită relaţie

intrare - ieşire.

Ex: elementul de tip releu

– fig.VII.1, utilizat ca regulator.Fig.VII.1

a ≥ 0
|q| ≤ 1

u > 0
.

– qa

a

–b

b

u

v

Elementele neliniare sunt:

– a

qa

u < 0
.
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Fig.VII.2

Fig.VII.3

– a a

a

b

u

v

k

–b

Saturaţie

– a a

b

u

v

k
Zona de

insensibilitate

c

u

v

Frecarea
uscată

d

u

v

Jocul în
angrenaje

- ε ε

u

v
Histerezis

u > 0
.

u < 0
.

– u0 u0

f2(u)

f1(u)

Neliniarităţile neesenţiale sunt naturale şi nedorite.
Liniarizarea lor nu produce erori importante. Ex.:fig.VII.2 şi 3.

Uzual SA neliniare satisfac
ipoteza de separabilitateipoteza de separabilitate: pot fi
divizate în subsist. liniare şi neliniare.
Subsistemele liniare pot descrise
prin funcţia de transfer.



12

M. Voicu, IA (VII) C12 (29) 23

Exemplu: modelul matematic al motorului el. de cc cu
dublă comandă: prin tensiunile pe indus şi pe inductor.
Cu fig.II.10, la ec. cf. ex. 2.1 se adaugă ec. inductorului.

,

1

mmm
dt

d
J

ce

e
dt

di
LRiu

fm 








),( ex

ex
exexexex

if
dt

di
LiRu







,3

2




cm

icm

f

m




uex , iex – tens. şi curentul de ex.
Rex , Lex – rezist. şi induct. c. ex.
 – fluxul de excitaţie
f – caract. de magnetizare

i

u e

J

R

L

iex

Rex Lex

m
 mf

uex


mm

fig.II.10
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 1( ) ( ) ( ) ,I s U s E s
Ls R
 


Ecuaţiile 2, 4 şi 7 reprezintă elemente neliniare.
Aplicând transformarea Laplace ecuaţiilor liniare rezultă:

3( ) ( ) ,fM s c s

1( ) ( ) ( ) ( ) ,m fs M s M s M s
Js

     

1( ) ( ),ex ex
ex ex

I s U s
L s R




1 ,e c 

( ).exf i 

2 ,mm c i



13

M. Voicu, IA (VII) C12 (29) 25

Cu aceste ecuaţii se obţine schema bloc structurală:

Fig.VII.4

Metodele studiu se bazează pe idei din teoria SA liniare şi
vizează analiza stabilităţii şi sinteza unor SA neliniare stabile.
Se vor prezenta două metode frecvenţiale:

 metoda funcţiei de descriere
 metoda bazată pe criteriul Popov.



1
Ls+R

1
Lexs+Rex

f
uex

i

e

u
c2

1
Js

m
ω

φ

+ _ +

_

_

iex

c1

mm

mf

c3

φ
φ

ω

φi

φω
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1. Metoda funcţiei de descriere

Este o metodă de liniarizare în domeniul frecvenţei.
Se poate aplica şi neliniarităţilor discontinue.

1.1. Procedeul celor două locuri
a. Definiţia funcţiei de descriere

IpotezeleIpotezele pentru o neliniaritate cu o intrare şi o ieşire
(funcţii scalare de timp) sunt următoarele:

1 Relaţia neliniară intrare-ieşire este descrisă de:
v = f (u); (1.1)

f este funcţie continuă şi monotonă pe porţiuni

(cu discontin. de speţa I), univalentă sau multivalentă.
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2 (1.1) este simetrică faţă de originea planului (u, v).

3 Dacă u(t) este o funcţie periodică de perioadă T,
atunci v(t) este o funcţie periodică de aceeaşi perioadă T.

4 În structura SA, elementul neliniar este urmat de un FTJ

cu panta  – 40 dB/dec în zona pulsaţiei de tăiere.

Fie .0,0;,sin)(   AttAtu R (1.2)

În ipotezele 1 – 3 v(t) se exprimă prin seriaseria FourierFourier :

1( ) ( sin cos ), ,n nn
v t A n t B n t t 

   R (1.3)

(1.4)

π

0
2 ( sin )cos ( ) , 1, 2,... .πnB f A t n td t n    (1.5)

coeficiencoeficienţţiiii
FourierFourier
ai lui v(t).

π

0
2 ( sin )sin ( ) , 1, 2,...,πnA f A t n td t n   
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Cf. 4 şi pt.  în zona pulsaţiei de tăiere a elementului liniar,
armonicele superioare din (1.3) sunt neglijabile. Se scrie:

,,cossin)()( 111 R ttBtAtvtv 

Pt. un formalism ca la metoda frecvenţială (cap.VI), se trec
(1.2) şi (1.6) în domeniul complex. Se introduc:

     Im ( , ) Im Im (cos sin ) sin ( );j tU A j Ae A t j t A t u t       

(1.6)

( , ) ,j tU A j Ae  

,sin)( tAtu  (1.2)

   1 1 1 1 1Im ( , ) Im ( ) Im ( )(cos sin )j tV A j A jB e A jB t j t       

1 1 1( , ) [ ] .j tV A j A jB e   

 1 1 1 1Im ( cos sin ) ( sin cos )A t B t j A t B t       

1 1 1sin cos ( ).A t B t v t   

(1.7)
(1.8)




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Definiţia 1

FuncFuncţţia de descriereia de descriere a elem. neliniar (1.1) (cf. 1 - 4) :

1( , )
( ) , .

( , )
V A j

N A A
U A j


  R  (1.9)

1 1
1( ) [ ( ) ( )]N A A A jB A
A
  (1.10)

În aplicaţii se utiliz. şi funcfuncţţia de descriere invers negativăia de descriere invers negativă:

( ) 1/ ( ) , .iN A N A A   R (1.11)

Hodograful Ni(A)  locul de descriere invers negativlocul de descriere invers negativ.

Cf. (1.7), (1.8), din (1.9) rezultă că f. de descriere este:
1

1

( )
arctg

( )2 2
1 1

1 ( ) ( ) .
B A

j
A AA A B A e

A
 

( , ) ,j tU A j Ae   1 1 1( , ) [ ] .j tV A j A jB e    (1.7)
(1.8)


