5. Polii si zerourile functiei de transfer

5.1. Raspunsul la semnalul exponential

bmHZl(S_Zi)
anH_:zl (S _pj)
Seaplicd: u(t) =uge™o(t), U(s)= ”Ol. (5.2)

Fie sistemul

Y(s) = G(s)U(s) (1.12), G(s)= cu poli simpli.

b

Se utilizeaza in (1.12) teorema dezvoltarii si rezulta:

y() = (Zn: cke’) o) + dePo(r), (5.3)
k=1

c. regim tranzitoriu  c. regim permanent
&=1imG—p)GOU), k=bn, d=lim(s=2)G()U(5)=G(A)u

M. Voicu, 1A (Il) C5 (35) 1

bmml(s _Zi) U _
anH;ZI(S_pj)S_ﬂ

b IT" -z, —
_ mHu:1(pk z) ME — k= L, (54)
anH;l':Lj#k (pk - p]) Py

Cp = }irg(s — PRGEU(s) = Slir;}((s — Py

d= llm(s — A)G(S)U(S) — hm(S _ ﬂ) bm Hn,'=1 (S — Z,‘) u, _
soA s—oA a"Hj:l (S — p]) S — /1

bT1" (1-z
_ '"anl( ) u, = G()u,.
a, A (’1 - pj)

(5.5)
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Intrare: u(z) = uoe’ua(t) (5.1)

n
esie: 0= (S e o+ deton). (53
k=1 ) -
Yr@® Yp®
componenta de componenta de
regim tranzitoriu regim permanent
yA#) — determinata de: yp(t) — determinata de:
e (p, sunt polii lui G(s)), e*' (introdusa de u(7)!) si
¢,— dependenti de zerourile, d — dependent de zerourile
si polii lui G(s) si U(s). si polii lui G(s).
y(t) —reflecta modificarea yp(t) — corespunde intrarii;
echilibrului intern de catre u(¢). yp(t) — similara cu intrarea u(?).
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yA#) din (5.3) are forma: v ()= (Z c e’ j o(t).
k=1
yp(f) din (5.3) are forma: yp(t)=de*o(t), cu

b A-z
d= ’”H:L( z) 1, = G(A)u,, Vp(0) = G(Aue” o(t).
anH;:l(l_pj)

u(t) = uoe/ua(t), (5.1) yp()=Gu(), (5.6)

Observatia 5.2. y,(t) este indezirabila, inerenta si inevitabila.
vp(?), fiind similara cu u(¢), este ratiunea de a fi a sistemului.
~ y())—>0 respectiv, y()=yt)+y )y f), pentru ¢ — +oo,

< toti polii lui G(s) suntin {Res<0}. o
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5.2. Transferul "rezonant"

Pentru Viu <+ si /1:pp,p=1,_n, in u(t)=ugye o (1), (5.1)

| bIT. (A-2)
din G(1)= =
a1,

W o0) = |G(p @), p=1n. (5.11)

=+

(5.8) — rezonanta pe frecventa proprie p,,inoculabila prin (7).

. G )=+, p=Ln, (5.8)

Este o extensie a cazului rezonantei propriu-zise: A=p,=ja,
Transferul rezonant este definit de (5.8), respectiv

de anularea numitorului lui G(s) pentru s=p,, ,0=1,_n.
Frecventele proprii sunt polii lui G(s).
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5.3. Transferul blocat

Pentru Vu,#0 si l‘zja,azl,_m, in u(t) =uje*'o(t), (5.1)

din G(A)= bl 1,G=2)
anl_[;:l(l_p_/)

un)=0, teR, ,(5.14) |y = Gz )u@®) =0, a=1Lm. (5.15)

. Gz)=0 a=Ln, (5.13)

(5.14), (5.15) — transferul blocat intrare-iesire.
Este o “antirezonanta“ pe frecventele

A=z, a=1m, inoculabile u?).
z,» @ =Lm, sunt zerourile de transmisie ale lui G(s).
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6. Stabilitatea intrare-iesire

6.1. Definitia stabilitatii intrare-iesire

In (0) =y(0) + ypl0),
regimul permanent (y(t)) este ratiunea de a fi a sistemului;

regimul tranzitoriu (y(f)) este indezirabil, inerent gi inevitabil.
vp(?) $i y,(t) coexista cronologic.

Este de doritca :

pentru orice: ()< K <+, K >0, te R,, (6.1)

sd se obtina:  |yp(H)|<+w,teR,, (6.2)
si simultan: lim,  y, () =0. (6.3)
M. Voicu, IA (Il) C5 (35) 7

in plus, se doreste ca:

yp()| <+t eR,, (6.2)

lim, . y;(t)=0, (6.3)
astfel incat de la un ¢, >0, finit si nu foarte mare, sa aiba loc:

yr)=0,t2t, >0, (6.4)

YO =y +yp®) = yp0), t2t;>0. (6.9)
Momentul ¢, este durata regimului tranzitoriu .
Se defineste in mod conventional pe baza inegalitatji:
0| <e t>t,>0; (6.6)

& este eroarea pentru aproximarea (6.5).
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Problema

V|u(t)| <K <+», teR,, (6.1)

& |yp0)|<+oteR,, (6.2)  lim,_, y(1)=0, (6.3)
este de BIBO-stabilitate (BIBO=bounded input-bounded output).
Cf. Obs. 5.2., BIBO-stabilit. <> G(s) are toti polii in {Re s < 0}.
Definitia 1

Sistemul (1.12) se numeste BIBO - stabil daca pentru orice
intrare u(¢), marginita cf. (6.1), sistemul are o iesire marginita:

ly(t)| < +o,1€R,. (6.7)

In caz contrar sistemul se numeste BIBO - instabil. o
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Exemplul 6.1

Fie a)G(s)=

, b)G(s)=

S —s+1 241

Exista u(z) marginit pentru care y(¢) este nemarginit?
a) Polii sistemului sunt:

1,3
P> 2—] 5

Pentru u(¢) = o(t), marginit, se obtine:

h(t) ={1—2sin£?t—gj:|0'(t); h(t) este nemarginit!
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b) Polii sistemului sunt:

pi1,= 1 ; coeficientul lui j este pulsatia naturala o, = 1.
Pentru u(z) = o(f), marginit, se obfine:

h(t) = (1 —cos t) o(t); h(t) este marginit.

Pentru u(z) = sint o(f), marginit, se obtine:
1,. PR
W(#)=—(sint—ltcost) o(1); (1) este[nemarginitl

Are loc o rezonanta:
pulsatia lui u, =1, coincide cu
pulsatia naturala a sistemului, »,=1. o
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6.2. Caracterizari ale BIBO-stabilitatii

Fie sistemul:
Y(s) = G(s)U(s), (1.12)  y(O=], 2@u(t -0)doots). (3.16)
Teorema 1
Sistemul (1.12) este BIBO - stabil daca si numai daca
.f(:w|g(l9)|dl9 < +oo, (6.8)

E . Suficienta
g(¢) este absolut integrabila, respectiv are loc (6.8).

Folosind (3.16), pentru V u(f), cu |u(t)|SK <+, se obtine:
o) < [ |e@)u - 0)d6 < K[! |2©)d6 <
< K(j;|g(e)|d0 + .[:w|g(6’)|dt9) = K[ |g©)d6 < +o0.
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Necesitatea

Sistemul este BIBO-stabil. Se presupune prin absurd ca

[ le©)do < +oo (6.8)
nu are loc, respectiv pentru Vv M >0, 3¢,,> 0 astfel incat:
5y c
IO g(0)do > M. (6.8 bis)
Se aplicd u(t) =sgng(t,,—1 sistemului:
YO =[, gOu(t - 6)doo(). (3.16)

in valoare absoluta, pentru ¢ = #,, cu (6.8 bis), se obtine:
=]} g@utey ~0)ad* @)seng@)adl=,“ 0N a0,

fapt contrar ipotezei.Rezulta ca (6.8) este adevarata. -
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Teorema 2
Sistemul (1.12) este BIBO-stabil daca si numai daca toti
polii functiei de transfer G(s) sunt situati in {Res <0}.

E . G(s) are polii[p}i =1r,de muItipIicit. g;- Dela 3.2.e, f se stie:

g(t) = ZZ( = )tq "t > 0.

Conditia din (6.8) T.1: |, g@)}d6 < +o < Rep, <0 i=1lr.
Cf. T.1 sistemul este BIBO-stabil <> Rep, <0, i=Lr. o

Teorema 3

Sistemul (1.12) este BIBO-stabil daca si numai daca

lim, ,, Ah(f) exista si este finita. o
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6.3. O conditie necesara de BIBO - stabilitate

G(s) are la numitor polinomul:

P(s)=a,s" +a, s"" +..+a;s+a, (6.9)
Polinomul monic echivalent (al polilor) are expresia:

AS) =s"+as" " +....+a, s+a,, (6.10)

a,=a,la, i=ln a,=0. (6.11)
Definitia 2

Un polinom cu toate zerourile in {Res <0} se numeste
hurwitzian.

Teorema 4

Sistemul (1.12) este BIBO-stabil daca si numai daca P(s),

respectiv A(s) sunt hurwitziene. o
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Teorema 5

O conditie necesara ca A(s) sa fie hurwitzian este ca

a; >0,i=1n. (6.12)

n n,
E. A9=s"+tas" '+ +a, s+a,=[ [s+B)] [[s™+2s+ri+67), (%)
il k=1

p.=—h<0, i=Ln, p="7tjd% %<0, k=Ln, n,+2n,=n.
Cu >0, y, >0, facand produsele in (*), rezulta (6.12). -
Exemplul 6.3
As)=s3+s2+s+6 cu p;=—2, p,;=(1+,/1)/2 este nehurwitzian..

Teorema 6 (o conditie suficienta de BIBO-instabilitate)
A( s) cu cel putin un coeficient nepozitiv este nehurwitzian.
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6.4. Criteriul Hurwitz
Fie matricea H, (Hurwitz)

. 1 0 0 0 0 - 0]
a; oy p 1 0 0 - 0
as a, o a, o 1 - 0
o Qg Q5 @y O
R N N (R )
0000000 “a

o, =0 k>n.

Teorema 7 (Hurwitz)
A(s) este hurwitzian daca si numai daca
detH, >0, k=Ln. o (6.14)
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Exemplul 6.4 G (s) = g
FT 0§24+ 345+ 17
o P B P R 1
TN R T GR(s):k+E;k20,z'>0.

Domeniul de BIBO-stabilitate in planul (k, 7) ?
GG Rs) Aks+1/7)
G~ 0 AT (3 T i A0)

7 10 o
H3:{4/z’ 1/2+ 4k 17}.
0 0 4z BIBO-
N
detH,;=17>0, 17

.
detH ,=17(1/2+4k)—4/7>0; .
detH ;=(4/r)detH ,>0.

T = 8/(136k+17)

BIBO-stabil & >8/(136k+17). o
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6.5. Criteriul Routh
Se asociaza polinomului 4 (s) schema Routh:

For Yoz To3
n-1

s iy T2 s
yp Tz Taj

s”7[+2 ri—Zl cee “ee cee cee ri—2j ri—2j+1 cee (6.15)
Sn_l‘+1 ri—ll e cee e e ri—lj ri—lj+1 e

Sn_i ril rij rijJrl

SO 1

=1, 170,00, 1930y, oo 1 ficat i, i=2,m, (6.16)
- - = /A - :

=0, =0, 113=0s,... Tien|Fien Yicjn|> J=L2,...

Teorema 9 (Routh)
A(s) este hurwitzian daca si numai dacé r,,>0, i=1,n .o
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6.6. Stabilitatea relativa

h(t) arata calitatile de stabilitate adica apropierea de instab.
Se evalueaza prin abaterile lui 4(z) fata de regimul stationar:

h=1limh@) = lims H(s) = limsLG(s) = limG(s) = by
t—+0 s—0 s—>0 8 s—0 ao

Abaterile lui A(7) sunt cu atat mai mari cu cat polii lui G(s)

Pl s sunt mai aproape de axa imaginara.

Trebuie sa se asigure o
rezerva de BIBO-stabilitate.
s 0 Aceasta este o distanta minima
X

X
a polilor fata de axa imaginara,

X
Py i in

Fig.11.39 .
conform fig.11.39.
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Abateri mici fata de h inseamna o calitate mai buna a lui h(t).

Se previne pierderea BIBO-stabilitatii atunci cand unii poli

se migca spre axa imaginara sau sunt cunoscuti aproximativ.

Polii lui G(s) sunt in {Res<-¢,,,} & A(z-a,,;,) este hurwitzian.

Gradul de BIBO-stabilitate este distanta
a dintre axa imaginara si polul cel mai
apropiat — fig.11.39.

Se impune (a > a,,, |deocarece A(s) nu se

cunoaste exact sau se modifica in timp.

a,,, Si a definesc BIBO-stabilitatea relativa.

Pl s
X
X a. .
Py i ‘min
| o
Ps 0
Ps )
X X
Fig.11.39
M. Voicu, 1A (Il)
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6.7. Domenii parametrice de BIBO - stabilitate

* Este necesar sa se stie limitele valorilor parametrilor

pentru care se asigura rezerva de stabilitate ¢,,,,.

* Exista parametri care se modifica sub influenta mediului si

parametri ajustabili (de catre operator).

* Ecuatiile:

ay, =0, detH, | =0 (6.19)

reprezinta frontiera dintre domeniile de BIBO-stabilitate
si de BIBO-instabilitate in spatiul parametrilor.

* Natura unuia dintre domenii se afla cu c. Hurwitz (Routh).

* Ecuatiile (6.19) se aplica si pentru 4z - «,,,).

» Se determina domeniul de rezerva de BIBO-stabilitate «,;

M. Voicu, 1A (Il)
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7. Corelatia dintre calitatea raspunsului
indicial si configuratia poli - zerouri

7.1. Indici de calitate ai raspunsului indicial

Conform plasarii polilor si zerourilor:
a,4) si toate zerourile in {Re s <0};

a,) Sisteme BIBO-stabile; sisteme de defazaj minim;

toti polii in {Re s <0} a,,) si exista zerouri in {Re s> 0};
sisteme de defazaj neminim.
a,) Sisteme BIBO-instabile; exista polii in {Re s> 0}.

Sistemele uzuale sunt de tipul a,,.

Raspunsul indicial poate fi oscilatoriu amortizat sau aperiodic.
23

M. Voicu, IA (I1) C5 (35)
vosit " < Indici de calitate
h / /\__;
- W Suprareglarea
R - o=, ..—~h)h, 6%=c100. (7.1)
0,05h. STATIONAR

v s ! Durata regimului tranzitoriu: ¢,

0
Fig.Il.41: h(?) oscilatoriu amortizat ;> o 0,95h <h(r)<1,05h. (7.2)

R Pentru ¢ > ¢, — regimul stationar.
h —
oosi| Durata de cregstere: ¢,
/] h(f) creste de la 0,05/ la 0,95h.
0.05/1 ), STATIONAR L. .
T - L ! Rapiditatea lui h(r): 1/t,

Fig.Il.42: /(f) aperiodic Pt. h(¢) aperiodic se folosesc ¢, si z,.
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7.2.

O W N O B

Elemente de transfer tipice

a) Elementul proportional (P)

b) Elementul de intarziere de ordinul 1 (T1)
c) Elementul de intarziere de ordinul 2 (T2)
d) Elementul integrator (I)

e) Elementul derivator (D)

f) Elementul cu timp mort

Aceste elemente sunt prezentate in continuare

M. Voicu, IA (

in urmatoarea succesiune: a, d, e, b, c, f.
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1 a)

M. Voicu, IA (

Elementul proportional (P)
Ge)=K, H(s)= %G(s) = % h(t) = Koti).

Exemple: sisteme disipative

ELECTRIC | REZISTENTA ELECTRICA R i = %u
=K
oo | STomu gD
FLUIDIC REZISTENTA FLUIDICA Rf q= il’
TERMIC REZISTENTA TERMICA Rt q = RLtg
1) C5 (35) 26

13



2 d) Elementul integrator (I)

1
G =— T 0, (7.34
1 ‘h(l‘) (S) TIS ) 1 > ) ( )
_ L __1
Fig.I1.48 HE) =560 Tys?’
0 e - Lis). (7.35)
1

T,— timpul de integrare nWTh)=o(T)=1

_ 1 _ L
Y(s) = T Ul(s), W(t) = g [ L u@)de. (7.36)
Integrarea se extinde pe un interval: operatie globala .
y(t) = Tlu(t). Viteza iegirii este proportionala cu intrarea.
I

Asadar u(f) =0z y(t) =0, dar nu in mod necesar si y(f) = 0.

M. Voicu, 1A (Il) C5 (35) 27

Sistem: capacitate electrica

@g ~c Cd“ i), (1.2b)

Fig.I1.2b u(t)=%j;i(r)dr, U6 =7 169). T =C.
T

»:II q Sistem: capacitate fluidica (rezervor de lichid)
Y
v, =V, =Av=gAt, lim,, i‘; q,
h v
5 DY—q vo)=[q0)do.  v=Sh

S — arie, q — debit, ¢ 1
h() :é ya(@)do, HO=7.00), Ti=s.

v —volum, A —nivel.

M. Voicu, 1A (Il) C5 (35) 28
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Obs. u(7)=0, re[t,,1,], nuimplica »(9=0, 7 [t,1,].

Exemplu
1“”“) 0, <0,
a u@ =41, 0<r<y,
0 ‘tl L 0, ¢#=>t.
Figl49  »(t) =Lru(f)df' (=36}
| U
o 0, 1<0,
c=1t/T, b y(t)= t/TI’ OSt<l‘1,
0 e tl/TI, 1L<t.

Arelocy(t)=c=t/T;#0,t>t,desiu(r)=0pentruz>1¢,. o
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Exemplu vana sertar
(continuare)

t
) u(f)
a
0 not
i u
Fig.l.49 |
9 i rezervor 1
|
|
o
c= tl/Tl b
0 4t
‘ L
rezervor 2 y
M. Voicu, IA (Il) C5 (35) 30
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Exemplul 7.4

Servomotorul electric este un motor cf. ex. 2.1, 2.3.

Intrarea u — tensiunea u pe rotor; iesirea y — unghiul axului y.
Intre » (viteza unghiulard, v. ex.2.1) si y exista relatiile:

w(t) = kf; w(n)dr, P(s) = %Q(s) (k—rap. transm.).

F. de transfer Qs) = ¥

Cf. ex. 2.3, pentru M(s) = 0, rezulta:
F. de transfer U(s) = Xs)

_¥P) _k k
Gl = Tie) = ST+ B (Js2+ ey + ki,

Pentru L = 0 si J = 0, realizabile prin constructie, se obtine:
~ 1 ki, + Rky
Gsm(s) = TIS’ TI - kzk :

in primé& aproximatie servomotorul este un integrator. o
M. Voicu, 1A (1) C5 (35) 31

3 e) Elementul derivator (D)  G(s)=Tps, T,>0, (7.37)

e He) =166 =1,
Fig.11.50 ot h(t) = Tpo(). (7.38)
y — proportional cu viteza lui u. y(@) = Tpu(?). (7.39)
Pt. orice u(f)=const#0 rezulta y(¢)=0. Transferul este blocat.

u(®), ¥(1) Pt. intrare rampa unitara:
e 30Tt ut)=to(t) =

YO=TpDlto)]=Tplot)+16@)|=Tpo(0),

- b [ y(Tp) =Tp. K

el T, este timpul de derivare

M. Voicu, IA (Il C5 (35) 32
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Sistem: resort mecanic

1 t dft
© 0= K[ vz, (110) v =LY,
x| N
Sl T M9 =T,sF), T :%
* Sistem: inductanta electrica
i :
@D u QL u(®) =L%, (1.2¢)
SC :
Figll2e i) =T, s1(s), T =L. :
M. Voicu, 1A (Il) C5 (35) 33
4 b) Elementul de intarziere de ordinul 1 (T1)
1t g tangenta G(S)Zﬁa T>0 (7.4)
0,95
0865+ P = —% <0 polul lui G(s).
0,632 % B 1 G B 1
/ o Fig.11.43 (%) = s (%) = s(Ts +1)°
_t
A\ o hi) = (1-e T)o(). (7.5)
0 T 2T 3T 4T ¢

T — constanta de timp

D) = Dl(1=¢ T)o))] = [D(1 - Tlof))+ (1—e T)[Doft)] =

- %e*%a(t) — (=15 = %e*%a(t), ') = Dh() = 2().

tga:h'(O)z%. inAOAB: AB=1,0A=T. 1, =3T, ¢

M. Voicu, 1A (Il) C5 (35) 34
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Exemple

K
2
x| N
oy M
3 .
vy f Fig.ll.1a
“y ip ic
Fig.ll.2a
M. Voicu, IA (I1)

Sistem: amortizor (2) — masa inerta (3)

d
Mﬁ +K v = f) (1.1a)

V(s)=TSk+1F(s), T=KMf, k:KLf.

Sistem: rezistenta (R) — capacitate (C)

du 1 .
= 4+-—u= 1.2
Cdt + U i) (1.2a)
__k - -
U(S)_TSHI(S)’ T=RGC k=R. o
C5 (35) 35
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