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Se aplică imp. Dirac:
0, 0

( ) ( ) , ( ) 1,
, 0

t
u t t t dt

t
 





  
 

 (3.1)

( ) { ( )}=1.U s tL (3.2)

3. Răspunsul la impulsul Dirac
3.1. Definiţie

0
t

u(t) =  (t)

Fig.II.33
0

t

Definiţia 1
Răspunsul (3.5) se numeşte răspunsul la impulsulrăspunsul la impulsul DiracDirac. 

1( ) { ( )}, ( ) { ( )}.G s g t g t G s L L (3.4)

y t g t( ) ( ) (3.5)

Y(s) = G(s)U(s). (1.12)sistemului:

).()( sGsY  (3.3)Răspunsul este:
y(t)=g(t)
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3.2. Proprietăţi
a. Răspunsul la implusul Dirac are proprietatea:

( ) 0, 0 .g t t  (3.6)REPAUS

REPAUS

0
t

u(t) =  (t)

Fig.II.33

0
tREPAUS

y(t)=g(t)

Principiul cauzalităţii: cauza nulă produce efectul nul.
Într-adevăr, u(t) =  (t) = 0 (t < 0) implică (3.6).
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b. Răspunsul la impulsul Dirac este soluţia ecuaţiei diferenţiale:

1 1
1 1 0 1 1 0( ... ) ( ) ( ... )1.n n m m

n n m ma s a s a s a G s b s b s b s b 
          (3.8)

1
1 1 0( ) ( ) . . . ( ) ( )n n

n na D g t a D g t a D g t a g t
    

(3.7)

1
1 0

1
1 0

...
( ) ,

...

m m
m m

n n
n n

b s b s b
Gs

a s a s a







  
  

rezultă că (3.8) este adevărată.

În general, g(t) este o distribudistribuţţieie sau o funcţie generalizată.

1
1 1 0( ) ( ) . . . ( ) ( ) ,m m

m mb D t b D t b D t b t t   
     R.

Cu

Se aplică transformarea Laplace: { ( )}tL
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c. Pentru t > 0, g(t) este o funcţie continuă, soluţie a ecuaţiei:

Într-adevăr, pentru t > 0 şi  t 0, în ecuaţia:

derivatele generalizate se înlocuiesc cu derivatele obişnuite.

1
1 1 0( ) ( ) . . . ( ) ( )n n

n na D g t a D g t a D g t a g t
    

(3.7)1
1 1 0( ) ( ) . . . ( ) ( ) , ,m m

m mb D t b D t b D t b t t   
     R

Se obţine imediat (3.9).

.0,0)()('...)()( 01
)1(

1
)(  

 ttgatgatgatga n
n

n
n (3.9)
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1
1 0 1

0
0

. . .
(0) ( 0) lim ( ) lim ( ) lim .

. . .

n
n n

nt s s nn

b s b b
g g g t sG s s

aa s a


 

  

      
 

Pentru t ≠ 0, de la a şi c rezultă că g(t) este continuă.

Pentru m = n – 1 rezultă:

d. Pt. m ≤ n – 1, g(t) are cel mult o discontinuitate de speţa I

la stânga lui t = 0 şi este continuă în rest.

g(t) nu conţine impulsul Dirac şi derivatele sale (v. f).

1,0 nValorile g(k)(+0), k = , se obţin cu t. valorii iniţiale.

Pt. m ≤ n – 1, este strict proprie.
1

1 0
1

1 0

. . .
( ) ,

. . .

m m
m m

n n
n n

b s b s b
G s

a s a s a
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0

'( 0) lim '( ) lim ( ) ( 0)
t s

g g t s sG s g
 

     

……………………………………………….

1l im
n

n n

s

a b s
s 




1
2 1. . .n n

n n n na b s a b s
    1

1 1

0

. . .

( . . . )

n
n n

n
n n

a b s

a a s a


  


 

1 2
1 2 0 1

1
1 0

. . .
l im

. . .

n n
n n n

n ns nn n

b s b s b b
s s

aa s a s a

 
  

 

         

1

2 1

1

.

n

n

n n

n n

b
a

b a
a a



 





2 1 1
2

n n n n

n

a b a b
a
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( 1) ( 1) 1 2 3 ( 2)

0
( 0) lim () lim ( ) ( 0) '( 0) ... ( 0) ,n n n n n n

st
g g t s s G s g s g s g     


           

1

2 1

( 1)

31 2

0 11 2

1 0 0

1 0

( 0) .

1

n

n

n n

n n

n

n n n

n

n n n n

b
a

b a
a a

ab a
a a a

b aa a
a a a a

g



 







 

  





 









  





bn–1 0  g(–0)  g(0) = g(+0);

g(+0) →→

g'(+0) →→

g(+0), g'(+0),..., g(n–1)(+0) sunt cond. iniţiale ale ec. dif. (3.9).

bn–1= 0  g(–0) = g(0) = g(+0) = 0.

g(n–2)(+0) →→

M. Voicu, IA (II) C4 (31) 8

Să se determine g(t) pentru

g t e e tt t( ) ( ) ( ).   2 2 

Exemplul 3.1

g"(t) + 3g'(t) + 2g(t) = 0, t > 0;

Soluţia generală este: g(t) = C1e–2t + C2e–t, t > 0.



.
23

3
)(

2 



ss

s
sG

C1 = –1, C2 = 2 şi

Pentru t = +0 în g(t) şi g'(t) rezultă
g(+0) =      C1 + C2 = 1

g'(+0) = – 2C1 – C2 = 0

s2 + 3s + 2 = 0, cu p1= –2, p2= –1.

0
33

11
)0(' 




gDin se obţine şi g(0) = g(+0) = 1.
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e. Pentru , g(t) se calculează şi cu t. dezvoltării.1 nm

  .,1,,1;)()(
)!1(

1
1

1

i

ps

q
ij

j

ij qjrisGps
ds

d

j
K

i

i 

















(3.11)


 






r

i

q

j

tpjq

i

ij
i

ii tet
jq

K
tg

1 1

),(
)!(

)(  (3.10)

,,1 ri  distincţi, de multiplicitate ,1iqFie pi, polii

.
1 r

i nqai lui G(s), cu

Raspunsul la impulsul Dirac, g(t), se calculează cu:
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f. Pentru m  n, g(t) este o funcţie generalizată.

G1(s) satisface d şi e. g1(t) se calculează cu (3.10), (3.11).

1 1 1
0 1 0

0
0 0

... ...
( ) ... ,

... ...

m n
m nm n

m nn n
n n

b s b b s b
G s c s c

a s a a s a


 


       
   

(3.12)

1
0( ) ( ) . . . ( ) ( ) .m n

m ng t c D t c t g t 
    (3.13)

1 1 1
1 1 0

0

. . .
( ) ,

. . .

n
n

n
n

b s b
G s

a s a


  
 

(3.14)

Făcând împărţirea dintre polinoamele lui G(s) rezultă:

Ea conţine impulsul Dirac şi derivatele sale până la ordinul

m – n inclusiv.

1( )G s 1 1( ) .g t  L
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Cu rezultatul de la exemplul 3.1 se scrie:

 2( ) ( ) ( ) 2 ( ) .t tg t D t t e e t       

Exemplul 3.3



să se determine g(t).Pentru
3 2

2
4 6 5( )

3 2
s s sG s

s s
  
 

3 2

2 2
4 6 5 3( ) 1 .

3 2 3 2
s s s sG s s

s s s s
      
   

   1 2 1( ) 2 ( ) .t tg t e e t     L 1( )G s

În final se obţine:

2
3( ) 1 ,

3 2
sG s s

s s
  
 

Se scrie:
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• Cf. (3.15) sistemul revine asimptotic la repaus .

• Trecerea de la o stare de repaus (t < 0) la cealaltă (t = +)

se face prin regimul tranzitoriu (fig. II.33).

 G(s) are toţi polii situaţi în {Re s < 0}.0)(lim 


tg
t

(3.15)

(3.15) are loc  în (3.10)

.,1,0Re ripi 

1 1
( ) , 0.

( )!

i
i i

qr
i j q j p t

ii j

K
g t t e t

q j


 
 

 (3.10)

g. Răspunsul la impulsul Dirac are proprietatea:

Fig.II.33

TRANZITORIU

REGIMUL

REPAUS

REPAUS

0
t

y(t)=g(t)
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3.3. Produsul de convoluţie

Fig.II.34
Transferul (3.16)

0 t– t



g(t –)u()
0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
t t

y t g u t t g t u d t g u t d t             (3.16)

Y(s) = G(s)U(s)

u()

g(t –) u()

g(t –)
y(t)


produsul

de convoluţie

Teorema Borel
L

1L
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ci de integrala sa pt. [0, t].

• y(t) cumulează efectele cauzate de

( ) ( ),g t u 

• y(t) nu depinde numai de produsul

u( ), [0, t],

Efectele sunt actualizate selectiv, respectiv sunt ponderate
de g(t– ), [0, t], fig. II.34.

• Sistemul dinamic are o “memorie” a acţiunilor lui u( ), [0, t],

pe parcursul “istoriei” transferului intrare-ieşire.
• Răspunsul la imp. Dirac se mai numeşte şi funcfuncţţia pondereia pondere.

Fig.II.34

0 t– t



g(t –)u()
u()

g(t –)u()

g(t –)
y(t)

în “istoria” procesului pe [0, t] .



8

M. Voicu, IA (II) C4 (31) 15

Exemplul 3.4

Cu g(t) cunoscut şi folosind (3.16) se scrie:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t g u t t D u t t u t t          

 2( ) ( )
0 0

2 ( )
t tt te e d e e d t            

   21 2( ) ( ) ( )
2 1

t t t tDu t u t e e e e t  
 

         
  

  3 2
2

2
4 6 51 2( ) ( ) ( ) .

2 1 3 2
t t tt e e t e t    

   
       

   

 2( ) ( ) ( ) 2 ( )t tg t D t t e e t       Fie

Să se determine y(t) pentru u(t) = eλtσ (t).

obţinut la exemplul 3.3.
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1( ) { ( )} .U s t
s

 L (4.2)

0, 0,
( ) ( ) ( )

1, 0,

t t
u t t d

t
   




  


 (4.1)

   1( ) ( ) , ( ) ( ) .H s h t h t H s L L (4.4)

 0
( ) ( ) ( ) ( ) .

t
y t h t g d t     (4.5)

( ) ( ).g t Dh t (4.6)

Definiţia 1
Răspunsul (4.5) se numeşte răspunsul indicialrăspunsul indicial.

4. Răspunsul indicial
4.1. Definiţie
Se aplică treapta unitară :

Y(s) = G(s)U(s). (1.12)sistemului:

1( ) ( ) ( ),Y s H s Gs
s

  (4.3)Răspunsul este:

0 t

y(t)=h(t)

h

0 t

1
u(t)=(t)

Fig. II.35
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y(t)=h(t)

0
t

h

0
t

u(t)=(t)
1

Fig. II.35

4.2. Proprietăţi

( ) 0, 0 .h t t  (4.7)

a. Răspunsul indicial are proprietatea:

REPAUS

Principiul cauzalităţii: cauza nulă produce efectul nul.
Într-adevăr, u(t) =  (t) = 0 (t < 0) implică (4.7).

REPAUS

REPAUS
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{ ( )}tL

b. Răspunsul indicial este soluţia ecuaţiei diferenţiale:

1
1 1 0( ) ( ) . . . . ( ) ( )n n

n na D h t a D h t a Dh t a h t
    

1 1
1 1 0 1 1 0

1( ... ) ( ) ( .... ) .n n m m
n n m ma s a s a s a H s b s b s bs b

s
 

          (4.9)

În general h(t) este o distribudistribuţţieie sau o funcţie generalizată.

(4.8)1
1 1 0( ) ( ) . . . . . ( ) ( ) , .m m

m mb D t b D t b D t b t t   
     R

1
1 0

1
1 0

...1 1( ) ( )
...

m m
m m

n n
n n

b s b s b
H s G s

s s a s a s a







   
  

Se aplică transformarea Laplace:

rezultă că (4.9) este adevărată.

Cu
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c. Pt. t > 0, h(t) este continuă, soluţie a ecuaţiei diferenţiale:

Pentru t > 0 rezultă:

( ) ( 1)
1 1 0 0( ) ( ) . . . ' ( ) ( ) , 0.n n

n na h t a h t a h t a h t b t
      (4.10)

( )( ) 1, ( ) ( ) 0, 1, .k kt D t t k m      (4.11)

Înlocuind (4.11) în

şi trecând la derivatele obişnuite se obţine (4.10).

1
1 1 0( ) ( ) . . . ( ) ( )n n

n na D h t a D h t a D h t a h t
    

(4.8)1
1 1 0( ) ( ) . . . ( ) ( ) , .m m

m mb D t b D t b D t b t t   
     R
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d. În cazul m ≤ n, h(t) are cel mult o discontinuitate de

speţa I la stânga punctului t = 0 şi este continuă în rest.

Pentru m = n rezultă:

0

1(0) ( 0) l i m ( ) l i m ( ) l i m ( )
t s s

h h h t sH s s G s
s  

     

Pentru t ≠ 0, h(t) este continuă.

Pentru m ≤ n, H(s) este strict proprie.

h(t) nu conţine impulsul Dirac şi derivatele sale (v. f).

h(k)(+0), k = , se obţin cu teorema valorii iniţiale.1,0 n

1
1 0

1
1 0

. . .
l i m ( ) l i m .

. . .

n n
n n n

n ns s nn n

b s b s b b
G s

aa s a s a
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' '

0
( 0) l i m ( ) l i m [ ( ) ( 0) ]

t s
h h t s s H s h

 
     

1 1
1 1

0

. . . . . .
l im

( . . . )

n n n n
n n n n n n n n

ns
n n

a b s a b s a b s a b s
s

a a s a

 
 



     
 

…………………………………………......

1 1
2

n n n n

n

a b a b
a
  

1
1 0

1
1 0

. . .
l im

. . .

n n
n n n

n ns nn n

b s b s b b
s

aa s a s a




 

         

1l i m [ ( ) ( 0) ]
s

s s G s h
s

   

1 1

1

.

n

n

n n

n n

b
a

b a
a a
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( 1) ( 1) 1 2 3 ( 2)

0
( 0) lim () lim ( ) ( 0) '( 0) ... ( 0) ,n n n n n n

st
h h t s s H s h s h s h     


           

1 1

( 1)

32 2

11 1 2

1 0 0

1 0

( 0) .

1

n

n

n n

n n

n

n n n

n

n n n n

b
a

b a
a a

ab a
a a a

ab a a
a a a a

h

 







 

  





 









  





bn  0  h(–0)  h(0) = h(+0);

h(+0) →→

h'(+0) →→

h(+0), h'(+0),..., h(n–1)(+0) sunt cond. iniţiale ale ec. dif. (4.10).

bn = 0  h(–0) = h(0) = h(+0) = 0.

h(n–2)(+0) →→
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Să se determine h(t) pentru

Exemplul 4.1

h"(t) + 3h'(t) + 2h(t) = 3, t > 0;

Soluţia generală este: h(t) = C1e–2t + C2e–t + 3/2, t > 0.

.
23

3
)(

2 



ss

s
sG

Pt. t = +0 în h(t) şi h'(t) = – 2C1e–2t – C2e–t rezultă:

h(+0) = C1 + C2 + 3/2 = 0,

h'(+0) = – 2C1 – C2 = 1.

s2 + 3s + 2 = 0, cu p1= –2, p2= –1.

0 1
' ( 0) 1

1 3
h


  


Din se obţine şi h(0) = h(+0) = 0.
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 21 3( ) 2 ( ) .
2 2

t th t e e t   



C1 = 1/2, C2 = –2 şiDin sistemul de ecuaţii se obţin:

Rezultatul coincide cu acela de la exemplul 3.1.

 2 21 1 3( ) ( 2) 2( 1) ( ) 2 ( )
2 2 2

t t t tg t e e t e e t            
 

(4.6)Folosind relaţia ( ) ( )g t D h t se obţine:

 0
( ) ( ) ( )

t
h t g d t    (4.5)Similar, cu relaţia: se obţine:

   2 2
0 0 0

1( ) 2 ( ) 2 ( )
2

t t tt t t th t e e d t e e t            

 21 32 ( ) .
2 2

t te e t   

     2 21 3( ) 2 ( ) 2 ( ) .
2 2

t t t te e t t e e t             
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e. Pentru m ≤ n, h(t) se calculează cu teorema dezvoltării.

,,1 r

.1  r
i i nq 

(4.12)1 0 1
1 1 1( ) ( ) .

( 1)! ( )!
i i i

r qj i j q j p tj
j i j

i

M M
h t t t e t

j q j
  


  
  

      
  

pi  0, i = distincţi, de multiplicitate qi 1;

are polii lui G(s) şi un pol suplimentar în s = 0.

G(s) are următoarele categorii de polii:

p0 = 0, de multiplicitate   0.

1( ) ( )H s G s
s


Total poli:

pentru n- poli în s ≠ 0.pentru  +1 poli în s = 0;
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  1

1
1 1 ( ) , 1, , 1, .

( 1)!
i

i

j q
ij i ij

s p

dM s p Gs i r j q
j sds






    
  (4.14)

 1

0 1
0

1 ( ) , 1, 1,
( 1)!

j

j j
s

dM s Gs j
j ds

 





     (4.13)

(4.16)0
1 1

0
( ) ( ).

( )!
i i i

r q ij q j p t
i j

i

Mb
h t t e t

a q j


 
    
 

0
01 0

0
(0) , 0.

b
M G a

a
   (4.15)

Coeficienţii au următoarele expresii:

Caz particular. Pentru  = 0 se obţine:
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f. Pentru m  n +1, h(t) este o funcţie generalizată.

H1(s) satisface d şi e. h1(t) se calculează cu (4.12)–(4.14).

1 1
10 0

1 0
0 0

... ...1( ) ... ,
... ( ... )

m n
m nm n

m nn n
n n

b s b b s b
H s d s d

s a s a s a s a
 

 
       
   

 
(4.17)

1 1
1 0( ) ( ) . . . ( ) ( ) .m n

m nh t d D t d t h t  
     (4.18)

1 1
1 0

0

. . .
( ) ,

( . . . )

n
n

n
n

b s b
H s

s a s a
 
 

 
(4.19)

Făcând împărţirea dintre polinoamele lui H(s) rezultă:

Ea conţine impulsul Dirac şi derivatele sale până la ordinul

m – n – 1 inclusiv.

1( )H s 1 1( ) .h t  L
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3 2 2

2 2
1 1 4 6 5 4 5( ) ( ) 1 ,

3 2 ( 3 2)
s s s s sH s G s

s s s s s s s
       
   

Conform cu (4.17) se scrie:

Exemplul 4.3

Pentru de la ex. 3.3 se determine h(t).
3 2

2
4 6 5( )

3 2
s s sG s

s s
  
 

 25 1( ) ( ) ( ) 2 ( ) .
2 2

t th t t t e e t      



5 1 2( ) 1 ,
2 2( 2) 1

H s
s s s

   
 

   2 25 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )
2 2 2

t t t tg t Dh t D t D t De De t e e D t             

(4.6)Folosind relaţia ( ) ( )g t D h t se obţine ca la ex. 3.3:

 2( ) ( ) 2 ( ) .t tD t t e e t        1 32
2 2
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 G(s) are toţi polii situaţi în {Re s < 0}.0

0
lim ( )
t

b
h t

a
 (4.22)

(4.22) are loc  în (4.12) .,1,0Re ripi 

g. Răspunsul indicial are proprietatea:

(4.12)1 0 1
1 1 1( ) ( ) .

( 1)! ( )!
i ii

r q p tj i j q jj
j i j

i

M M
h t t t e t

j q j
  


  
  

      
  

= 0 şi

Cu teorema dezvoltării s-a obţinut:

,,1 r

1 .r
ii

q n  
pi  0, i = distincţi, de multiplicitate qi 1;

are polii lui G(s) şi un pol suplimentar în s = 0.

G(s) are următoarele categorii de polii:

p0 = 0, de multiplicitate   0.

1( ) ( )H s G s
s


Total poli:
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Trecerea de la repaus (t < 0) la regimul staţionar (t = +)

se face prin regimul tranzitoriu.

(4.16)0
1 1

0
( ) ( ) .

( )!
i ii jr q p tqi j

i j
i

Mb
h t t e t

a q j


 
    
 

= valoarea de
regim staţionar
h

TRANZITORIU

REGIMUL

REGIMUL
STAŢIONAR

REPAUS

y(t)=h(t)

0
t

h

Fig. II.35

(4.22) are loc  în (4.12) .,1,0Re ripi = 0 şi

În cazul
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Cu (4.23) produsul de convoluţie ( ) ( )( ) ( )y t g u t t 

 0
( ) [ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( )

t
y t D h u t t D h t u d t        

0 0

( )( ) ( ) ( ) ( 0) ( ) ( ) , 0.
t t dh tdy t h t u d h u t u d t

dt dt
           (4.26)

Conform relaţiei (4.6) se poate scrie:

).())(()()( ttDhtDhtg  (4.23)

4.3. Integrala Duhamel

( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ,y t h D u t t h u D t t         (4.24)

(4.25) 0
( ) ( ) ( ) .

t
D h u t d t    

devine:


