ANEXE
Anexa B1. Distributii (functii generalizate)

Functia Heaviside (treapta unitara) reprezinta un caz limita
ideal al unor fenomene frecvent intalnite in aplicatii.
De exemplu, ea se poate obtine la limita in felul urmator:

Se (1)
0, t<-E, 1 : .
2 Functia Heaviside 0 il
s.0)= f(t+§) ~S<t<s, AN
5 s(t)_llmse(t) > t=0,
]H 7<tl
2 L t>0.

[

Functia s'(t) nu este derivabila in sensul analizei clasice.
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0, t<—%, 1
Functia Heaviside [0, t<O0,

S0=g0+9. ~5<t<§ sO=lims,§=12 t=0

1, %<t,
-e/2 | e/2e-0 (0
> t
Derivata clasica tde (1) Derivata generalizata
=0
0, t<—=, .
&0 )1 2 Impulsul Dirac
(t) e =, _g<t<§’ ) O, t?ﬁo,
% e 2 2 d@)=limd.) =
0, %<t, o0 +o0, t=0,
1/e
[ad=[""Ta-1 [“ddt -1.
-t
-e/2 e/ 2
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Derivata generalizata a functiei Heaviside

Functia Heaviside  d(t)=Ds (t) Impulsul Dirac
T s(t) b d(t)

1 A

0, t<0 ©, t=0 .
=] d t = dtdt=l
s (t) {1’ 20 (t) {O, 20 [Tdm

a b t

Impulsul Dirac este o distributie (functie generalizata).
Proprietati: d (—t) = d(t), f(t)d(t)=1(0)d(t),
Produsul de convolutie a functiilor:
fr 2 [ -t)f,0)dt = [ f,0)ft—t)dt.
d este elementul unitate pe structura (f,*): f*d=dx*f = f.

O distributie (functie generalizata) contine impulsul Dirac si derivatele sale.
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Derivata in sens distributii (generalizata) a unei functii

f(t),t e R,discontinuaint=t; f(t-0)si f(t +0) sunt finite.

| f(t) - .
f(t - =
f(t+0) ﬁ ) f4(t) - partea continua a lui f(t) .

Conform fig. a:

f(t ?f'('t'i'(})
/’)/ figa t [O=fO+[ft +0-ft -Olst-t).

u?f(t) [ft +O—f¢ —0ldt-t), Derivata clasica:
"(t
® f't)=f'(t), t=t.

Derivata generalizata (fig. b):

¢ | figh t

Df @)=Ff'®)+[ ¢ +0)—f ¢ —OJd(t—t):
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Derivata generalizata de ordinul 2:
D2ft)=f"¢t)+[f't +O—f'¢ —Oldt—-t)+
+[f@ +0)—ft —0)]Dd(t-t)
Derivata generalizata de ordinul k:
Dkft)=f ®t) +[f ®3¢ +0 — f &3¢ —0)]d(t-t)+
+[f&2¢ +0)— f ®-d¢ —0)]Dd(t —t) +...+

Hft +0)- f¢ —0)JD M -t), k=12,...,
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Anexa Al. Transformarea Laplace
1.1. Transformarea directa
Definitia 1. Fie f(t) o functie de variabila reala t, numita
functie original, care satisface conditiile:
1°f(t)=0,t<0;
2° f(t) este continua pe portiuni; pe orice interval finit are cel
mult un numar finit de discontinuitati; in punctele t de
discontinuitate exista limitele finite f(t-0), f(t + 0);
3° exista M > 0si a € R astfel ca |f(t)] < Me*, t > 0.
Transformata Laplace a functiei f(t), numita functie imagine,
este functia de variabila complexa s

FO=["fMesdt=SAf®}, seC. =
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a. Observatii

1° Transformarea conform definitiei 1 se mai numeste si
Laplace directa unilaterala.

2° t este timpul.

|s| este o pulsatie; S se numeste frecventa complexa.
& este o transformare din domeniul timpului in domeniul

frecventelor complexe.

3° Ipoteza 1° din definitia 1 poate fi omisa.
Pentru f(t), t € R, din definitia 1 rezulta ca F(s) corespunde
numai restrictiei lui f la intervalul [0,+0).
in ipoteza 1° (def. 1) conditiile initiale f (- 0), i =0,1,2,....
sunt nule.

M. Voicu, 1A (Il) C2 (38) 7

b. Teoreme

I. Liniaritatea este asigurata prin definitie:
vf, f, —functii originale, V C;,C, — constante reale;
Le fit) + ¢, f 1)} = cFy(9) + C,F,H(9)
II. Imaginea derivatei clasice a originalului:
L)} =sF(s)— f(+0).
in general

A OM)} = skF(9 - f(+0sk1—...—f «I0), k=1n
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lll. Imaginea derivatei generalizate a originalului:
FA{Dft)} =sF(s) - f(-0).
Se tine seama de: {,%{f ')} = sF(s) - f(+0),
Df(t) = f'(t) +[f(+0) - f(=0)]d(t).
AADEM)} = Z{1 'O +[f(+0) - F(-0)]d(t)} =
=0} +[f+0 - f(-0)]=
= SF(9) - £4+0) + £+0) —f(-0) = sSF(5) - f(-0).
In general:
HADX ()} = SKF(9) —f(-0)sk2—...—f ®D(0), k=1,n
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1.2. Transformarea inversa
Definitia 2. In conditiile def. 1 transformarea inversa este:

2[f(t-0)+f(t+0)] = ﬁjjjj‘j F(s)es'ds =¥ H{F(9)}

Teoreme
I. Originalul unei functii rationale (teorema dezvoltarii)

Functia imagine: F(s) = % gad Q= m< grad P = n,

cu polii distincti p,, de multiplicitate ¢, i =1,r, >iai=n.

r Ky s
Functia imagine:  f(t)=)_._, Cj":l(q__‘j)ltq' lePlt t >0,

j-1 o
Kij :ﬁ{gsjjﬂ(s_ pi)ti(S)]}ﬁpi’ I=1n, J=1q;.
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Il. Valoarea initiala a originalului: f(+0 = Ithg ft) = LLrQsF(Q.
lll. Valoarea finala a originalului:  f(+o) =t|Lano ft)= Isi_r)QsF@.
[I'si lll pun in corespondenta
vecinatatealui t=0 cu vecinatatea lui |§ =+
respectiv
vecinatatea lui t=+o0 cu vecinatatea lui s=0.

M.s

Il. T. valorii initiale
frecventa complexa

Il. T. valorii finale
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Capitolul 1l

TRANSFERUL INTRARE-IESIRE
AL SISTEMELOR DINAMICE LINIARE
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1. Descrierea matematica a sistemelor dinamice

1.1. Ce sunt modelele matematice?

Sistemele evolueaza intimp = sisteme dinamice.
Relatii intre variabile:
ecuatii diferentiale si/sau integro-diferentiale;
modelul matematic sau sistemul abstract.

Notiuni distincte: sistem real si sistem abstract.
Sistemul abstract este o imagine a sistemului real.

Sistemul abstract se valideaza prin comparare cu cel real.
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1.2. Ecuatiile sistemelor fizico-tehnice
Se utilizeaza legile generale ale naturii.
Tabelul 11.1. Sumar al variabilelor fizico-tehnice

TIP VARIABILA VARIABILA
SISTENE LONGITUDINALA TRANSVERSALA

ELECTRIC CURENTUL i TENSIUNEA u

e || WA |

CUPLEL ¢ UNGHIULARA | W

FLUIDIC DEBITUL q PRESIUNEA p

TERMIC FLUXUL TERMIC | O TEMPERATURA | (

Dpdv energetic —

trei clase de sisteme: - disipative ‘
°» cu acumulare inductiva
° cU acumulare capacitiva
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Tabelul 11.2.a. Sumar al ecuatiilor sistemelor

M. Voicu, 1A (Il)

C2 (38)

SISTEM NATURA , _
i FIZICA: PARAMETRUL FIZIC: ECUATIA:
ELECTRIC | REZISTENTA ELECTRICA R i=%
= KfV
COEFICIENTUL
MECANIC
DE FRECARE Ks e Kew
DISIPATIV =Kt
] 1
FLUDIC | REZISTENTAFLUDICA Ry | 97g~P
_ 1
TERMIC | REZISTENTATERMICA Ry 9= d
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Tabelul 11.2.b. Sumar al ecuatiilor sistemelor
SISTEM NATURA , _
B TIp: FIZIOA: PARAMETRUL FIZIC: ECUATIA:
y di
ELECTRIC | INDUCTANTA ELECTRICA L | u=L=
y= Ldf
ACUMULATOR COEFICIENTUL K dt
npucTly. || VECANIC | o gl asTicimate K e
T Kdt
. dq
FLUIDIC | INERTANTAFLUIDICA | |p=1=~
i
Legea 2_ —"! DI _ 1 Df
lui Hooke * | DI=aDf :Dt > Gk oor
1 df
Dt— 0> =t
K dt




Tabelul 11.2.c. Sumar al ecuatiilor sistemelor

SISTEM NATURA . .
DE TIp: FIZIOA: PARAMETRUL FIZIC: ECUATIA:
ELECTRIC | CAPACITATEA ELECTRICA C i =c%’

- dv

MASA INERTA M f=m

ACUMULATOR || MECANIC o
CAPACITIV MOMENTUL DE INERTIE ~ J =3
FLUIDIC | CAPACITATEAFLUIDICA Cf| g=c %p

TERMIC | CAPACITATEA TERMICA C; q=q%

Ecuatia calorimetrica DQ=mcDq :Dt-> %?:q%
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dq

0> =GC—
bt-0 =G

C2 (38)
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Exemplul 1.1 Sistem: resort (1) — amortizor (2) — masa inerta (3)

/ ya

1 K

K |2

f

r

f

element disipativ

element acumulator capacitiv f; =M—

f+f +f =f

dv
Mdt+Kfv+KJ;v(t)ct —f(t) @)

f,=Kv

t
fa  element acumulator inductiv.  f, = KIO\/(t)dt

dv
dt

X(to) = %o, AX(1)/lt,_, =Mto) =V, 120, X(t) = [v)dt .

M. Voicu, 1A (Il)

C2 (38)

18




Exemplul 1.2 Sistem: rezistenta (R) — inductanta (L) — capacitate (C)

. 1
T element disipativ IR = Eu
i
SC(@ l Rl Li = 1.t
p— element o1
ul ; . acumulator inductiv L= L.[ou(t dt
|R IL |C
element i _C %
acumulator capacitiv C dt

du t .
CHi & u4—LLu¢xn-N0(La -
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Sistemele (1.1) si (1.2) au un model matematic unic.

i1 M f'j‘t’+ Kfv+Kj vt =@, @1

y y y u
Ex1.2 cdu, 1u+ ju(t)dt 0. @12)
L a L

y y u
t . .
Folosind: 1n (1.1) J.Ov(t Yt =y, v=y, v=y, u=f;

in (1.2) .[tu(t)dt:y, u=y, U=y, i=u

d2y(t) dy(t)
a
% dt? A

rezulta:

+agy(t) = u(t) (1.3)
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Sistemele (1.1) si (1.2) sunt izomorfe.

Au modelul matematic unic:

2
a, ddtyz(t) tay d’;(tt) Fagy(t) = u(t), (1.3)

cu conditiile initiale:  Y(to) = Yo, % = Yo-
=0

Modelul matematic (1.3) reprezinta
o clasa de sisteme izomorfe.

Ordinul modelului matematic = numarul de acumulatoare

de energie independente = numarul de conditii initiale.

M. Voicu, 1A (Il) C2 (38) 21

1.3. Liniaritate si invarianta in timp

u(t) » y(t) (1.4)

. u(t) y(0)
Fig..3 —SISTEM |—>
(cauza) (efectul)

u(t) - marimea de intrare ; y(t) - marimea de iesire
u(t) = (t) > y(t) = yi(t),  u(t) =ux(t) > y(t) = ya(t).

Definitia 1. (Principiul suprapunerii efectelor)
Sistemul (1.4) este liniar daca pentru orice ¢, si ¢, are loc:

U(t) = Clul(t) + Czuz(t) - Y(t) = Clyl(t) +C ¥, (t) u

Orice abatere de la comportarea liniara ® sistem neliniar
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O clasa importanta de sisteme reale este aceea ale carei
modele matematice sunt constituite din
ecuatii diferentiale ordinare liniare
cu coeficienti constanti.

Definitia 2

Sistemul (1.4) se numeste
neted si cu parametri concentrati
daca modelul matematic este o ecuatie sau
un set de ecuatii diferentiale ordinare. m

Definitia 3

Sistemul (1.4) (fig.I.3) se numeste
invariant in timp

daca toti parametrii sai sunt invarianti in timp. =
M. Voicu, IA (1) C2(38) 23

Calitatea esentiala a unui sistem invariant in timp:
sub actiunea intrarii u(t), evolutia iesirii y(t) este
invarianta pentru orice translatie t a lui t,, pentru

acelasi y, = Y(t,) si u(t) translat in timp cu acelasi t.

u,y
Y Y@
Fig.11.6 /(Ut.k/ AEK/
Uo
to tott ot
| t

Un sistem neted, cu parametri concentrati, invariant in timp
se reprezinta prin ecuatii diferentiale ordinare cu coef. const.
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1.4. Functia de transfer
Un sistem neted, cu parametri concentrati, invariant in timp

si liniar, cu o intrare si o iesire, are modelul matematic:

d™ly
%m"a”wg %qumhﬂmmf+%”ER(la

aeR, a,#0,beR.

m si n sunt corelate cu numarul de acumulatoare de energie,
semnificative si independente, din sistem.

Derivatele sunt in sens generalizat sau in sens distributii.

Pana la momentul initial t, =0 sistemul se afla in repaus:
ut)=0, y(t)=0,t<0. (1.6)
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Semnificatia relatiei ut) =0, y{t)=0, t<O0. (1.6)
Observatia 1.1
(1.6) — principiul cauzalitatii:
cauza nula produce efectul nul;
(1.6) — principiului non-anticiparii:
efectul nu anticipeaza cauza. =
Definitia 4
Un sistem conform cu (1.6) se numeste non-anticipativ.
El se numeste anticipativ daca

ut)=0(t<0) implica yt)20(t<0). m
(1.6) implica  u®-0=0 k=0m-1, 1.7)
y®-0 =0 k=0n-1. (1.8)
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Se considera sistemul:

n n-1 m—
an?thJran_l%tn}l/Jr..Jr aoy=bm3t—n}n’+bm_1gt—n£+--+ bou, (1.5)
u(t)=0, y(t)=0,t<0. (1.6)
ub¥-0=0 k=0m-1, (1.7)
y®¥-0=0 k=0n-1 (1.8)

Se aplica transformarea Laplace. Se obtine:
U@ =L ), Y(9=F{y0),
(as"+a, 8" +...+ag)Y(9 = (b8 "+ by, S+ +b)UE),  (1.9)

m m-1
Y(s):b"‘s +b, ST +...+ Dy
as"+a, S"t+...+a,

M. Voicu, 1A (Il) C2 (38)

u@. (1.10)
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Y9 = b,s™+b,, S™+...+ by
as"+a, S"+...+a,

ue. (1.10)

U(s)

—_—

b,s™+b,, S™+...+ by Y(s) Fig.11.7
as"+a, s"l+...+a, o

Definitia 5
Raportul dintre Y(s) si U(s) se numeste functia de transfer. =

2 Y _bs"+b, 8™ . 4Dy
& U9 as'"+a, s"'+...+a, (1.11)

Ecuatia intrare — iesire:

Y(s) = G(U(9). (1.12)
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m-1
G(s) = S+ By Sty (1.11)
a.s"+a, ;8" +..+a
Polinoamele din (1.11) sunt relativ prime.
G(s) este o rationala de seC. G(s) nu depinde de U(s) si Y(9).
G(s) depinde de structura si parametrii sistemului.

G(s) poate fi scrisa sub forma:

m
G(s) = bmni (S_Zi), z#pji=lmj=In  (1.13)
anHl(S_ P;)
G(z)=0  i=1m, z e C — zerourile finite,
G(p )| =+, j=1n, p; C — polii finiti.
M. Voicu, 1A (1) c2 (38) 20
Definitia 6

Polinomul monic
_ m A om bm—l wl b1 0
z29=[],(6-z)=s TS et ShEL (117)

se numeste polinomul zerourilor.

Polinomul monic

— n A an an—l n-1 al aO
- 1 — PR
p(s) I |1(S P J) S + - S + + S+

n n

(1.18)

se numeste polinomul polilor. =
Polinom monic — coef. termenului de grad maxim este 1.

r = max (m, n) se numeste ordinul sistemului.
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Rolurile operatoriale ale polinoamelor din G(s)

¥ =2 oS ety

as"+a, ;8" +..+a,
b T'6-2) b_z9
G = TR ] (1.13)

Se ilustreaza in continuare prin doua exemple ca:

b,,Z9 include operatii de amplificare si derivare;

el are efect de anticipare.
1

———— include operatii bazate pe integrare;
anp(s) perat p g

el are efect de intarziere.
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(1.10)
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Exemplificare prin doua cazuri limita:

1° Cazul derivatorului
G(s)=s, Y(s)=sU(s), respectiv, y(t)_M
u(t) =sinwt = y(t) =wcoswt, t>0.

L u(t), y(t) w =1 rad/sec

u(t)
wt
y(t\/ \ Fig.l1.8
]

y(t) este in avans de faza cu n/2 fata de u(t).
lesirea derivatorului anticipeaza intrarea.

M. Voicu, 1A (Il) C2 (38)
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2°  Cazul integratorului
GO =%, Y :%U(Q, respectiv. \(t) :I(; u@)dq;
u(t) =sinwt » y(t) = (1-coswt)/w, y(t) =-(coswt)/w, t>0.

¢ componenta
continua

~~componenta
g sinusoidala
\J
Fig.11.9

y{(t) este in intarziere de faza cu = /2 fata de u(t).

lesirea integratorului intarzie intrarea.
M. Voicu, IA (I1) C2 (38) 33
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Observatia 1.2

* polinomul zerourilor modeleaza operatii de amplificare
derivare; efect de anticipare a lui y(t) in raport cu u(t).

* inversul polinomului polilor modeleaza operatii bazate pe
integrare; efect de intarziere a lui y(t) in raport cu u(t).m

Observatia 1.3

Efectul se manifesta cu intarziere fata de cauza.

Operatorul integrator m este dominant fata de

operatorul derivator b, zs) . Dominanta are loc numai daca:
m<n. (1.19)

Definitia 7

G(s), cu (1.19), se numeste strict proprie.

Pt. m=n se numeste proprie si pt. M>n — improprie. =
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Exemplul 1.4. Se pot obtine G(s) cu m>n, contrar cu (1.19).
Motivul: la modelare s-au facut idealizari si simplificari.

Caz tipic: amplificatorul electronic de cc. Uzual se adopta:
y(t) = Ku(t), Gigea(s) = K (m=n=0).

u K y
u y

i —_— K — ¢

O analiza riguroasa arata ca :

K -
= , O0<a<<1,i=123.
Grea® as+a,s’+as+1 0<3a 3
Amplificatorul (real) intarzie iesirea fata de intrare.
1P Kt
u y
—| G —
t (S) ) Dt t
M. Voicu, IA (1) C2(38) 35

Pt. u(t) lent variabil, intarzierea este neglijabila.
Pt. t suficient de mare, respectiv |s| suficient de mic

se obtine:

K ~
G0O9= =G (9 =K,
real( a383+8.252+8.15+1 |deal(

adica se accepta a =0, i =1,2,3.

Pentru intrare treapta unitara,
ut) = o), U(s) =Us,
cf. teoremei valorii finale se obtine:
y(o) =lim_ ., y (t) = limg_ ¢ 8G(s)U(s) =
= Iimsao SGreaI(S)(llS) = ”msHOGreaI(S) = Greal(o) =K.
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Pentru intrare treapta unitara, cf. teoremei valorii initiale
se obtine:

y (+0) =limy,o y()) = lims_, $Ge5(S)U(S) =

=limg_ SG,ey(S)(Vs) = limg_  K/(ags*+a,s?+a,st+1) = 0.

Pt. t >0 foarte mic, respectiv |g foarte mare,

Ge(S) = K nu mai este acceptabila.
Acest fapt este ilustrat de raspunsul amplificatorului:

y
1Y K

u y
— G(S) —>

t
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Observatia 1.4

Dupa idealizari / simplificari ale modelului matematic se
poate lucra cu functii de transfer proprii sau improprii.
Rezultatele obtinute trebuie interpretate in conformitate
cu idealizarile / simplificarile modelului matematic. m
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